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A la edad de once anos empece a estudiar geometria, 
teniendo como preceptor a mi hermano. Fue mo de los 
grandes acontecimientos de mi vida, tan deslumbrante 
como el primer amor. Jamas habi'a imaginado cpuepudiera 
haber algo tan delicioso en el mundo. 


Bertrand Russell 





Int roduccion 


K1 siglo XVII vio nacer varias disciplinas matematicas. La mas 
hnportante de ellas fue, sin duda, el calculo infinitesimal, cuya 
pntcrnidad comparten Newton y Leibniz. Otras dos, menos conoci- 
das por el gran publico, son la geometria analitica y la geometria 
proyectiva. Los precedentes de ambas pueden rastrearse en fechas 
anteriores, pero sus respectivos origenes suelen asociarse a dos 
matematicos nacidos a finales del XVI, ambos franceses, y de ape- 
Ilidos facilmente confundibles: Descartes y Desargues. La primera 
(l<* las dos, mas que una nueva ciencia, fue un poderoso instru- 
mento al servicio de otras ramas de la geometria. Tendio puentes 
con el algebra, simplified muchas demostraciones y permitio una 
(lasificacion sistematica de las curvas. Con todo, sus calculos oscu- 
recen en ocasiones las ideas geometricas, y por esta razon no fue 
recibida con identico alborozo por todos los matematicos. La 
segunda si que fue una innovacion mas que metodologica. 
Incorporo elementos que hasta entonces la geometria no habia 
lenido en cuenta, y con ellos llego a nuevos resultados que antes 
Imbieran sido inalcanzables. Pero la geometria analitica tambien 
podia ser util a la geometria proyectiva, de modo que esta albergo 
en su seno la brecha entre los reticentes y los entusiastas de aque- 
11a. En el siglo XIX casi no habia geometra que no estuviera adscri- 
to a uno de los dos bandos. Los protagonistas de nuestra historia, 
Pliicker y Poncelet, son los mas representativos de cada uno de 
ellos. 

Dejo constancia de mi gratitud a mis companeros M- Jesus de 
la Puente Munoz y Jose Manuel Gamboa Mutuberria, que leyeron 
pacientemente el borrador, corrigieron errores, enmendaron des- 
propositos y sugirieron notables mejoras. Ahora bien, insensato 
como soy, no siempre sigo los consejos de quienes saben mas que 
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yo. Por esta razon, si alguien encuentra una equivocacion o un 
desatino, sepa que solo mia es la culpa y solo a mi me alcanza la 
deshonra. 

Y en esta segunda edicion quiero tambien agradecer a mi com- 
panera Angelines Prieto la perspicacia con que localizo algunas 
erratas que se habian colado en la primera. 
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I Algunos preliminares 
geometricos 

A fin de facilitar la lectura de este libro, resumiremos a conti¬ 
nue k ion algunos resultados de geometria que seran utilizados en el. 
I . m solo se daran por conocidas las propiedades mas elementales 
de los angulos y de la semejanza de triangulos. 


Angulo inscrito en una circunferencia 

tJn angulo esta inscrito en una circunferencia si el vertice esta 
.< >1 >re ella y los lados la cortan, abarcando entre ellos un cierto arco. 
I .1 medida de este arco es siempre la mitad de la del angulo. Para 
demostrar esto, supongamos en primer lugar que uno de los lados 
pasa por el centro de la circunferencia (Figura 1). 


V 
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V 



Figura 2 


1 / 



El angulo p mide lo que el arco AB, y n - p es un angulo del 
triangulo isosceles VCB. Entonces n - 2a=n - arcoAB, y en conse- 
cuencia a =(1 /2) arco AB. 

Si ningun lado del angulo inscrito pasa por el centro, pueden 
suceder dos cosas. O bien el centro es interior al angulo (Figura 2) 
o bien es exterior a el (Figura 3). En cualquiera de ambas situacio- 
nes trazamos el diametro que pasa por el vertice y, en virtud del 
resultado anterior, tenemos, para el primer caso: 

Angulo inscrito = a+p = (\/2)arcoAD+(\/2)arcoDB = 

= (1/2 ) arcoAB 
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Y para el segundo: 


Angulo inscrito = a-p = (1/2) arco BD - (\/2) arco AD = 
= (1/2) arcoAB 


I’otencia de un punto respecto de una circunferencia 

Consideremos una circunferencia y un punto P. Desde el traza- 
mos rectas que cortan a la circunferencia, la cual determina sobre 
mda una de ellas dos segmentos de origen P. El producto de las 
longitudes de ambos es un numero fijo, cualquiera que sea la recta, 
V sc llama potencia del punto P respecto de la circunferencia. 



Figura 4 

Veamos por que esto es asi. En la Figura 4 estan dibujadas dos 
de las muchas rectas que pasan por P. Los angulos inscritos en la 
circunferencia cuyos vertices son A* y B* son iguales, por abarcar el 
mismo arco, entonces los triangulos PBA * y PAB * son semejantes. 
En consecuencia, PA/PB=PB*/PA* y PAPA*=PBPB*. 

En el dibujo el punto es exterior a la circunferencia, pero el 
razonamiento es identico si fuera interior. En este caso la potencia 
se considera negativa, por tener distinto sentido los segmentos PA 
y PA*. 
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La potencia de un punto se puede calcular en funcion de su 
distancia al centro O de la circunferencia y del radio r de esta. En 
efecto, mirando la Figura 5 se ve claramente lo siguiente: 

Potencia de P=PA PA* = (PO - r) (PO+r) =PO 2 - r 2 


Teorema de Menelao 

Segun el teorema de Menelao, si una recta corta a los lados de 
un triangulo ABC en tres puntos M, N y P (como se puede ver en la 
Figura 6), sucede lo siguiente: 

AM BN CP _ 

BMCNAP~ 
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Para demostrarlo, trazamos perpendiculares desde los vertices 
del iriangulo hasta la recta, que la encuentran en los puntos E, F y 
C F.I Iriangulo AME es semejante a BMF, NCG lo es a NBF y APE a 
P( <7. Estas tres semejanzas dan lugar a las igualdades que vienen 
.i continuacion (los signos negativos indican que los segmentos AM 
V PM, asf como CP y AP, tienen orientaciones opuestas): 

AM _ AE BN_BF_ CP__CG^ 

BM~~BF CN CG AP~ AE 

El producto de las tres lleva directamente a la tesis del teorema. 

El teorema recfproco tambien es cierto: si tres puntos M, N y P, 
cada uno de ellos sobre un lado del triangulo, cumplen la relacion 
do Menelao, son colineales. En efecto, la recta MN cortara al lado 
AC en un punto P*. Por el teorema directo, sabemos que: 

AM BN CP* _ 

BMCNAP~ 

Comparando esta igualdad con la que admitimos por hipotesis, 
lenemos que P=P*, y los puntos M, /VyPestan en una misma recta. 


Teorema de Ceva 

Un hermoso y casi inmediato corolario del teorema de Mene¬ 
lao fue descubierto por el italiano Giovanni Ceva en el siglo XVII. 
Imaginemos tres rectas que parten cada una de ellas de los vertices 
A, B y C de un triangulo, y cortan a los lados opuestos en los puntos 
N, M y P respectivamente. Pues bien, el teorema de Ceva afirma 
que la condicion necesaria y suficiente para que las rectas sean 
concurrentes es la siguiente (ver Figura 7): 

AMBN^CP__ _ 1 
BMCNAP~ 
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Figura 7 


Para demostrar la necesidad, aplicamos el teorema de Menelao 
a los triangulos ABN yACN (atravesado el primero por la recta MC y 
el segurtdo por la recta BP): 

AM_B£NEAE NB CP _ j 

BMNCAE~ NECBAP~ ] 

Multiplicando ambas expresiones, y teniendo en cuenta que 
BC= - CB, tenemos el resultado que buscamos. La demostracion 
de la suficiencia del teorema de Ceva es identica a la del de Mene¬ 
lao. Sean tres puntos M,NyP sobre los lados de un triangulo que 
obedecen a la relacion de Ceva. Consideramos los puntos E (inter¬ 
section de las rectas AN y CM), y P* (interseccion de las rectas BE 
yAC). Por el teorema directo, sabemos que: 

AM BN CP* _ 

BM CN AP* ~ ~ 

Comparando esta igualdad con la hipotesis del teorema, vemos 
que P=P”, y las rectas AN, CM y BP son concurrentes. 

- 
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Los origenes de la 
geometria proyectiva 



I '.l embrion de la geometria proyectiva esta en los esfuerzos de 
Ins pintores renacentistas para representar el espacio sobre una 
‘.uperficie plana. Filippo Brunelleschi (1377-1446), Paolo Uccello 
(1379-1475) y Masaccio (1401-1428) fueron los primeros en intere- 
n sc por la geometria griega para aplicarla a la pintura, pero el gran 
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teorico en la materia fue Leon Battista Alberti (1404-1472), quien 
explico el principio que seria la base del sistema matematico de 
perspectiva. Puede esbozarse as! este principio: imaginemos un 
vidrio vertical interpuesto entre un observador y un objeto, y un 
rayo de luz que une cada punto del objeto con el ojo del observa¬ 
dor. Este haz de rayos se llama una proyeccion, y a su interseccion 
con el vidrio, seccion de dicha proyeccion. La sensacion visual de la 
seccion es identica a la del objeto, pues ambas proceden de las mis- 
mas llneas de luz. Ahora bien, se pinta sobre un lienzo opaco, no 
sobre una superficie transparente. La seccion sobre el lienzo no 
puede ser calcada directamente, y para dibujarla hacen falta unas 
ciertas reglas geometricas. En su obra De pictura (publicada en 
1435) proporciono Alberti estas reglas, ademas de formular un pro- 
blema importantlsimo: <icual es la relacion entre dos secciones de 
un mismo objeto tomadas desde diferentes puntos de vista? Piero 
della Francesca (1410-1492) y Alberto Durero (1471-1528) profundi- 
zaron en las ideas de Alberti y continuaron trabajando en el tema. 
A partir del ano 1500, el estudio de esta geometria de las proyeccio- 
nes y secciones era ya indispensable para todo aspirante a pintor, 
aunque todavia era una disciplina emplrica con escasa base teorica. 


Sobre lo que es una propiedad proyectiva 

Un ejemplo aclarara lo que se acaba de explicar. Estamos pin- 
tando lo que hay en una habitacion sobre una superficie paralela a 
una de sus paredes, en la cual hay dibujados un circulo y un cuadra- 
do. Tambien en el suelo hay dibujados un circulo y un cuadrado. El 
circulo de la pared lo pintaremos como un circulo, y el cuadrado 
como un cuadrado. Cambian de tamano, pero no de forma, porque 
son dos secciones de una proyeccion entre pianos paralelos. En 
cambio, para que las cosas esten en el cuadro como las vemos, 
pintaremos el circulo del suelo como una elipse (con su eje me- 
nor perpendicular a la pared) y el cuadrado como un trapecio (los 
angulos obtusos mas cerca de la pared, los agudos mas lejos). Esto 
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la propiedad de ser un circulo o un cuadrado no se mantiene 
a haves de proyecciones ni secciones (porque-dos secciones no 

■ hi siempre paralelas), lo que quiere decir que no es lo que en 
udclante llamaremos una propiedad proyectiva. Tampoco se con- 

■ •i van las distancias (los diametros del circulo son iguales, los de 
Hlpse no), ni los angulos (los cuatro angulos del cuadrado son rec¬ 
ti p-., los del trapecio no), ni el paralelismo (dos lados del cuadrado 

■ Id suelo dejan de ser paralelos en el dibujo). Ahora bien, hay algo 

■ |i a• si permanece. Cualquiera que sea la posicion del lienzo, nunca 
.iparecera el circulo como un trapecio ni el cuadrado como una 

■ lipse. Luego la unica propiedad proyectiva que de momento tene- 
11 ii is es la de ser una llnea recta: tres puntos alineados siempre se 

■ unvierten en tres puntos alineados. El estudio de las propiedades 
pmyectivas de las figuras se llama geometria proyectiva. No son de 

ii competencia los teoremas que tengan en cuenta las distancias 
v Ii is angulos, que incumben a la geometria metrica. Casi todos los 
h-oremas griegos son de esta ultima. Una curiosa excepcion es el 
de I’appus, el ultimo gran matematico alejandrino, que afirma que 
si 4, By C son puntos de una recta, y A*, B* y C* son puntos de otra 
iccta (y ninguno de ellos esta en ambas), entonces los puntos P, Q 
v /' (donde se encuentran las rectas AB* con BA*, AC* con CA* y BC* 
i on CB* respectivamente) tambien son colineales (ver Figura 8). En 



Figura 8 
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este teorema se mencionan puntos alineados y rectas que se cortan, 
pero no angulos ni distancias, entonces puede ser considerado de 
geometria proyectiva. 


Las conicas y la geometria proyectiva 

Se conocen con el nombre de conicas las curvas obtenidas al 
cortar un piano con un cono, entendido este como dos superficies 
conicas ilimitadas opuestas por el vertice. Sobre ellas escribieron 
Menecmo, Euclides y Arquimedes, pero quien lo hizo de un modo 
completo fue Apolonio de Perga, quien en el siglo III a.C. publico un 
tratado donde recoge todo lo que ya se sabia de conicas y da a 
conocer muchos teoremas nuevos. Las Conicas de Apolonio es 
una obra compuesta por ocho libros, de los que solo los cuatro 
primeros nos han llegado en su original griego. De los tres siguientes 
conocemos sus versiones arabes. El octavo se ha perdido. 

Las distintas posiciones del piano en relacion con el eje del cono 
dan lugar a las distintas clases de conicas. Si el piano corta a todas 
las generatrices, la conica es una elipse. En cambio, si es paralelo 
a una de ellas, resulta ser una parabola. En todos los demas casos, 
se obtiene una hiperbola. Se puede encontrar, para cada genero de 
conica, una propiedad compartida por todos sus puntos. Con ella, 
la curva puede ser estudiada por si misma, prescindiendo de las 
superficies que la generan. Vamos a buscar esta propiedad para la 
elipse, la hiperbola y la parabola. 

Para la primera, imaginemos dos esferas inscritas en el cono y 
tangentes al piano en los puntos F y F*, como se ve en la Figura 
9. Por cualquier punto P de la elipse pasa una generatriz de la 
superficie conica, tangente a las esferas en los puntos Ay B. Desde 
P trazamos una tangente a la esfera menor (que la toca en F) y 
otra a la esfera mayor (que la toca en F*). Como los segmentos de 
tangente trazados desde un punto a una esfera son todos iguales, 
sucede que PA=PF y PB=PF*. Entonces: PF+PF* =PA+PB=AB 
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Figura 9 


Pero la distancia entre A y B es la que hay entre las circunfe- 
lencias de contacto de las esferas con el cono, y ya no depende de 
P Entonces los puntos de la elipse son aquellos cuya suma de dis- 
lancias a otros dos FyF* (llamados focos) es constante. 

Para la hiperbola, consideramos un piano paralelo al eje del 
( < mo y tangente a dos esferas iguales, inscritas cada una de ellas en 
cada una de las superficies conicas (ver Figura 10). Por lo demas, 
icpetimos el razonamiento anterior: PF* - PF=PB - PA=AB 
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En consecuencia, la hiperbola esta formada por Ios puntos cuya 
diferencia de distancias a los focos es constante. 

Por razones de sencillez, se ha supuesto el piano paralelo al 
eje. Si no fuera asf, las esferas tendrfan distinto tamano pero el ra- 
zonamiento serfa muy semejante. 



Figura 10 
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Figura 11 

En el caso de la parabola, pensemos en la esfera tangente al 

• oiio y (en el punto F) al piano de la curva, y en la recta d en la 
« ml este corta al que contiene a la circunferencia de contacto entre 
I,is superficies conica y esferica (Figura 11). Desde cualquier punto 
F dr la parabola trazamos una generatriz del cono, que corta a la 
< iM'iinferencia en un punto A, y una perpendicular a la recta d, con 
l.i cual se encuentra en B. Los segmentos PB y PA se proyectan en 
<•1 eje del cono sobre el mismo segmento RS y desde un mismo 

• mgulo, luego son iguales. Como ademas PA=PF, resulta que la 
parabola es el conjunto de puntos del piano que equidistan de un 
punto Ilamado foco y de una recta llamada directriz. 

En la figura 12 podemos ver las tres especies de conicas. Si 
pioyectamos el piano a sobre el piano ft a traves del vertice del 
( ono, la elipse se transforma en la hiperbola, y al proyectarlo sobre 
cl piano x, lo hace en la parabola. Esto quiere decir que cualquier 
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conica se puede convertir en cualquier otra proyectandola desde 
un punto exterior a su piano y cortando el haz de rectas asf ob- 
tenido con otro piano. Hay una salvedad. Si el piano pasa por el 
vertice del cono, se obtiene un par de rectas. Por esta razon, a la fi- 
gura formada por dos rectas se la considera una conica, si bien una 
conica degenerada. Como las proyecciones respetan las lineas rec¬ 
tas, transforman las conicas degeneradas en conicas degeneradas. 
Entonces la geometna proyectiva reconoce tan solo dos especies 
de conicas, las degeneradas y las que no lo son. La distincion en- 
tre elipses, hiperbolas y parabolas concierne exclusivamente a la 
geometna metrica. 
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Ih'Hitrgues 


Girard Desargues (1591 -1661) es el primero 
que intenta la tarea de proporcionar una base 
solida a las reglas utilizadas por los pintores re- 
nacentistas. Para empezar, tuvo en cuenta que 
dos rectas paralelas en la realidad no lo son 
siempre en el dibujo, luego el punto de encuen- 
tro de las representaciones de dichas rectas no 
siempre corresponde a un punto de las rec¬ 
tas representadas. Para que la corresponden- 
«In luera completa, doto a cada recta de un punto del infinito, y al 
pi,mo de una recta del infinito. Con estos nuevos elementos llego a 
• Igunos resultados decisivos. 



Desargues 


11 no de ellos (conocido hoy como teorema de Desargues o de 
In . hiangulos homologicos) afirma que si las rectas que unen los 
\ m litres homologos de dos triangulos se encuentran en un punto (lo 
quo significa que cada uno de ellos es seccion del otro), entonces 
Ins pares de lados homologos se cortan en tres puntos alineados 
(I ’igura 13). La recta se llama eje de homologia, y el punto centro de 
In unologfa. Desargues lo demostro como se explica a continuacion. 
Aplica el teorema de Menelao a los triangulos LBC, ALC y ABL , 
.iimvesados cada uno de ellos por las transversales B*C *, A*C* y 
\ li , y obtiene las siguientes igualdades: 

B*LPBC*C ASAC^RC B*B A*L QA _ 

eFbpcc*l~ ^locra~ BL A* A QB ~ 

Se multiplican las tres y resulta lo siguiente: 

PC RAQB~ 

Entonces, por el recfproco del teorema de Menelao, los puntos 
!\ Q y R estan alineados. Otro resultado debido a Desargues es la 
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conservation de la razon doble a (raves de proyecciones. La razon 
doble de cuatro puntos colineales A, B, C e D es un numero que 
se calcula del siguiente modo (los segmentos de la formula de la 
derecha estan orientados, lo que significa que estan dotados de 
signo): 


BCAD 





Figura 13 


El teorema de invariancia afirma que si los cuatro puntos son 
proyectados sobre otra recta (como se ve en la Figura 14), sucede 
que (ABCD) = (A'B , CD t ). 
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* > i / 
\ \ / / 

\ \ / / 



Para demostrar esto tambien es util el teorema de Menelao. 
< onsideramos el triangulo QCC*, cortado en primer lugar por la 
tecla PA* y en segundo por PB *: 

AQ PC A*C* BQ PC B C _ 

AC PC* A*Q BC PC B Q 

Dividimos la segunda expresion entre la primera y resulta lo 
siguiente: 


ACB’ C * BQA Q _ 

BCA-C* AQ B Q 

Repetimos el razonamiento con el triangulo QDD\ cortado por 
I,is mismas transversales, y llegamos a una situacion similar a la 
anterior: 


AD B*D* BQA’Q_ t 
BD A*D * AQ B*Q 
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Igualando ambas expresiones se llega a la tesis del teorema. Es- 
ta permanencia de la razon doble a traves de las proyecciones ser- 
virfa, con el tiempo, para definir la proyectividad entre dos rectas co- 
mo una funcion biyectiva entre ambos conjuntos de puntos que con- 
serva las razones dobles. 

Asimismo es invariante la propiedad de formar una involucion. 
Cuatro puntos A, B, C y D de una recta estan en involucion si existe 
en ella otro punto O tal que OAOB=OCOD. En este caso, Ay B, 
asf como C y D, se Ilaman conjugados. Si hay un punto P autoconju- 
gado (lo cual significa que OP 2 =OA OB), entonces hay otro Q que 
tambien lo es, y O es el punto medio de P y Q. La coleccion A, B, 
P y Qi formada por dos puntos conjugados y los correspondientes 
autoconjugados, fue llamada por Desargues una cuaterna armoni- 
ca. Posteriormente se definiria la cuaterna armonica como cuatro 
puntos de razon doble igual a menos uno. La equivalencia entre 
ambas definiciones es facil de demostrar. Tambien lo es el ver que 
si B es el punto medio del segmento PQ, entonces A esta en el 
infinito. 

Con este concepto de cuaterna armonica pudo avanzar en la 
teoria de polos y polares, ya introducida por Apolonio. Imaginemos 
un punto A y una circunferencia. Sobre cualquiera recta que pase 
por A se puede encontrar un punto B tal que la cuaterna formada por 
A,B,y los puntos Cy D donde se cortan la recta y la circunferencia, es 
armonica. Todos estos puntos estan en una recta llamada polar del 
punto respecto de la circunferencia. Si A es exterior, su polar es la 
recta a que une los puntos de contacto de la curva con las tangentes 
trazadas desde el. Para demostrar por que esto es asf, dibujamos 
primero la recta que pasa por A y el centro O de la circunferencia, 
la cual se encuentra con a en P (Figura 15). 

De la semejanza de los triangulos ATO y TPO se desprende lo 
siguiente: 
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AO PO=OT 2 =OQ 2 = OR 2 




I 11 consecuencia, Ay P son conjugados armonicos en relacion 
.i l\ y a Q. Ahora tiramos desde A una recta cualquiera, que corta a 

• mii li y a la circunferencia en Cy D (Figura 16). Veremos como B 

• . r\ conjugado de A en relacion a CyD. La mediatriz del segmento 

• / U < i lyo punto medio es E) pasa por O, y los triangulos APB y AEO 
••mi seinejantes. Entonces: 
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OA BA EA-EB 
EA~~PA~ OA-OP 

Eliminando denominadores entre la primera y la tercera frac- 
cion, llegamos a que: 

EA 2 - EA EB=OA 2 - OA OP 


Ahora bien: 

EA 2 -EAEB = OA 2 -OAOP = OA 2 -OQ 2 = 

= potencia de A respecto de la circunferencla = 
= AD AC = {EA - ED) {EA+EC) = 

= ea 2 +eaec-edea-edec = ea 2 -edec 


La comparacion del primer eslabon de la cadena de igualdades 
con el ultimo demuestra que B es el conjugado de A en relacion a 
CyD. 



Figura 17 


32 


Unos razonamientos muy similares demuestran que la polar de 
un punto de la circunferencia es tangente a el, y la de un punto 


Inlei ior es una recta exterior. Por la invariancia de las cuaternas 
iii miii licas a traves de proyecciones y la posibilidad de obtener una 
. i mil.i cualquiera como proyeccion del circulo, este resultado es 
i irildo para toda clase de conicas, y permite definir el diametro 
,li una conica (el cual, segun Apolonio, es el lugar de los puntos 
iiH ilios de las cuerdas paralelas) como la recta polar de un punto 
del inlinito (Figura 17). 

Los descubrimientos de Desargues sobre conicas aparecieron 
publicados el ano 1639 en un libro de titulo realmente poco atrac- 
llvo, liosquejo de un intento de acercamiento a los sucesos proce- 
, lei lies de cortar un cono con un piano, expuestos en un extrano 
li nguaje y utilizando terminos procedentes muchos de ellos de la 
Imi.mica. Por ejemplo, a la recta le llama palma, a la recta con una 
i nleccion de puntos senalados en ella, tronco, y a la recta con tres 
limes de puntos en involucion, arbol. Por estas y otras razones, y 
11 ii i las salvedades de Descartes, Fermat y Pascal, el Bosquejo no 
| lie lomado demasiado en serio por los matematicos del siglo XVII. 

El teorema de los triangulos homologicos y el de invariancia 
i le la razon doble en las proyecciones no vieron la luz hasta nueve 
anos despues, cuando Abraham Bosse (1611-1678), un grabador 
gran amigo de Desargues, los dio a conocer en el apendice de 
un libro titulado Metodo universal de Desargues para practical- la 
pcrspectiva. 


Pascal 



Pascal 


Influido por Desargues, el filosofo y ma- 
tematico trances Blaise Pascal (1623-1662) es- 
cribio en 1640 un Ensayo sobre conicas, en el 
que llega a varios resultados importantes usan- 
do metodos proyectivos. El mas celebre de ellos 
es el siguiente: los puntos de interseccion de los 
pares de lados opuestos de un hexagono inscri- 
to en una conica estan en linea recta (ver Figura 
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18). Si la conica es degenerada, el teorema de Pascal se convierte 
en el de Pappus (Figura 8). 



B 


Figura 18 


Esta configuration puede tener distintos aspectos segun como 
coloquemos los puntos. En la Figura 19 vemos Io que sucede cuan- 
do estos estan en orden alfabetico. 



Figura 19 


Este teorema admite un reciproco: si los pares de lados opues- 
tos de un hexagono se cortan en tres puntos alineados, este esta ins- 
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. rllo en una conica. Cinco puntos (entre los que no haya tres co- 

..ules) determinan inequivocamente una conica, un sexto pun- 

li 11 mode o no pertenecer a ella. Entonces el teorema de Pascal pro- 
I h in iona una condition necesaria y suficiente para que seis puntos 
c Men sobre una misma conica. 


I .a Hire 

Philippe de La Hire (1640-1718), pintor en su juventud y despues 
matematico, publico unas Secciones conicas, donde demuestra, 
iguiendo el camino marcado por Desargues y Pascal, casi todos 
l< is leoremas de Apolonio sobre conicas. 



Figura 20 


Ademas, La Hire aporta un resultado original: si un punto des¬ 
cribe una recta, su polar gira alrededor del polo de dicha recta (ver 
Figura 20). Este teorema es un ejemplo de lo que mas tarde se 
llamaria principio de dualidad. 
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Poncelet y la geometria 
proyectiva sintetica 


Los trabajos de Desargues, Pascal y La Hire recibieron poca 
.ilcncion durante el siglo XVIII, demasiado ocupado en administrar 
.•I legado de Newton. Tambien la geometria sintetica habia sufrido 
i m cierto eclipse frente al empuje de los metodos analiticos creados 
, K »r Descartes y Fermat. En el XIX, gracias a los trabajos de Gaspard 
Monge (1746-1818), Charles Brianchon (1785-1864) y Jean Victor 
Poncelet (1788-1867), tuvo lugar un renacer de la geometria pro¬ 
yectiva. El primero publico en 1799 un Tratado de geometria des- 
criptiua, el segundo estudio la aplicacion de la geometria pura a 
los problemas militares, y el tercero escribio un Tratado de las pro- 
piedades proyectivas de las figuras. Esta ultima obra aparecio en 
1822, pero fue gestada entre los arios 1813 y 1814, mientras su autor, 
olicial del ejercito de Napoleon, estaba preso en Saratov, despues 
de participar en la campana contra Rusia y haber sido dado por 
muerto durante la retirada de Moscu. En ambientes matematicos 
se oye decir con frecuencia que la geometria proyectiva moderna 
nacio en la prision de Saratov. 
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Poncelet 


El Tratado de Poncelet esta centrado en tres 
ideas. La primera es la de figuras homologas. 
Dos figuras son homologas si una de ellas pro- 
cede de la otra mediante una sucesion de 
proyecciones y secciones. Se trata de encontrar 
para cualquier figura su homologa mas senci- 
11a, estudiar en ella las propiedades invariantes 
Poncelet mediante seccion y proyeccion, y llegar de este 

modo a propiedades de la figura originaria. La 
segunda idea es el principio de continuidad: si una figura deriva de 
otra mediante un cambio continuo, toda propiedad de la primera 
vale para la segunda. Como ejemplo de la aplicacion de este prin¬ 
cipio daremos el siguiente corolario del teorema de Pascal: en todo 
triangulo inscrito en una conica, los puntos en los que las tangen- 
tes en los vertices cortan a los lados opuestos estan en lfnea recta 
(Figura 21). 




Figura 21 
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A este resultado se llega moviendo los vertices del hexagono de 
la Figura 19, de tal manera que B se superponga con,4, D con CyE 
con F. Aunque sirvio para llegar a resultados correctos, el principio 


i |,v continuidad provoco reticencias entre algunos matematicos, que 
l<> eonsideraban una induccion un tanto atrevida. El mismo Cauchy 
permitio hacer sobre el algunos comentarios jocosos. 

La tercera idea es el principio de dualidad, fundado en la corres- 
I x >i idencia entre polo y polar relativa a una conica: si una afirmacion 
obre figuras planas es cierta, e intercambiamos en ella las palabras 
punto y recta, asi como las relaciones de incidencia (punto perte- 
neciente a una recta por recta conteniendo un punto) la nueva pro¬ 
position tambien lo es. Joseph Gergonne (1771-1859) aclaro que 
el punto de vista de Poncelet requiere la mediation de una coni¬ 
ca, mientras que el principio de dualidad es general, aplicable a 
lodo teorema que no mente propiedades metricas. Gergonne ini- 
lib la costumbre, mantenida durante muchos anos, de escribir los 
Iratados de geometria a doble columna, con el enunciado dual a 
la derecha del original. Aplicando el principio de dualidad al teo¬ 
rema de Pascal, descubrio Brianchon este otro teorema: las lineas 
que unen los vertices opuestos de un hexagono circunscrito a una 
c onica, pasan por un mismo punto (ver Figura 22). 



Puede ocurrir que el dual de un teorema coincida con su recipro- 
co, y asi sucede con el de los triangulos homologicos, como facil- 
mente se puede comprobar. 
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Poncelet reconocio en alguna ocasion que los resultados de la 
geometrfa sintetica son mas una consecuencia de la casualidad y 
la perspicacia del investigador que de la aplicacion de un proce- 
dimiento general, y que en este sentido era superior la geometria 
analftica. Con todo, fue un acerrimo partidario de la primera, y las 
tecnicas por el ideadas pudieron rivalizar en potencia y generalidad 
con las de la segunda. 

Steiner, Chasles y Von Staud 

El suizo Jakob Steiner (1796-1863) es el primer matematico de la 
orbita alemana que siguio el camino iniciado por Poncelet. Tambien 
fue quien llevo el principio de dualidad mas lejos que nadie. Tanto 
es asi que llego a hablar de conicas de puntos y conicas de rectas: 
una conica puede ser considerada como el conjunto de sus puntos 
(Figura 23), pero con identica razon puede pensarse como el de 
todas sus rectas tangentes (Figura 24), que la identifican inequi- 
vocamente. De la curva diremos que es la envoluente de la familia 
de rectas. 



Figura 23 
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En 1852 aparecio publicado el Tratado de 
geometria superior de Michel Chasles (1793- 
1880), el ultimo de los grandes geometras pro- 
yectivos franceses, y en 1865, del mismo autor, 
un Tratado de secciones conicas. Este matemati¬ 
co dio a la razon doble la importancia que habia 
de tener en lo sucesivo, pero siguio definiendo- 
la en terminos de longitud, que es un concepto 
metrico. Fue el aleman Karl von Staud (1798- 
1807), en su obra Geometria de la position, quien libero a la geome- 
Ina proyectiva de todo lastre superfluo. Demostro que toda corres- 
pondencia entre rectas que conserve las cuaternas armonicas con- 
serva tambien las razones dobles, y de esta manera es posible hablar 
de proyectividades sin mencionar las razones dobles ni las distan- 
< ias. Esto es asi porque el concepto de cuaterna armonica puede 
ser definido prescindiendo de cualquier consideracion metrica. Un 
modo de hacerlo es el siguiente. Tenemos tres puntos alineados A, 
II y C. Desde Ay B trazamos sendas rectas que se encuentran en 
/. Desde C, otra que corta a LA en M y a LB en N. Las rectas AN y 
BM determinan un punto P , y la recta LP determina otro punto D en 
Imea con A, By C. La configuracion asi construida (que se puede 
ver en la Figura 25) se llama cuadrilatero completo , y consiste en la 



Michel Chasles 
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coleccion de las seis rectas determinadas por cuatro puntos entre 
los cuales no hay tres colineales. 

Pues bien, los puntos A, B, Cy D forman un grupo armonico. Para 
demostrarlo, aplicamos al triangulo ABL el teorema de Menelao, 
y despues el de Ceva. Y llegamos a las siguientes igualdades: 

ACBNLM AM LN BD _ 

BC LN AM ~ LMBNAD 


Multiplicando las dos igualdades y haciendo las simplificaciones 
pertinentes, resulta que: 




De este modo, la definicion de cuaterna armonica depende de 
la de cuadrilatero completo, y en la de este se mencionan puntos 
alineados y rectas que se cortan, pero no distancias ni angulos. La- 
mentablemente, Von Staud siguio utilizando la nocion de paralelis- 
mo, que no es proyectiva. 
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Plucker y la geometria 
proyectiva analitica 


Despues de hablar de los que hicieron progresar la geometria 
proyectiva utilizando metodos sinteticos, toca decir algo de los que 
In hicieron usando procedimientos analiticos. La polemica entre 
unos y otros comenzo siendo amistosa, y las revistas de la epoca 
publicaban trabajos de los partidarios de ambas tendencias, pe¬ 
rn pronto dejo de serlo. Los geometras analiticos criticaban a los 
sinteticos por su incapacidad para demostrar el principio de dua- 
lidad en su version mas general, los sinteticos reprochaban a los 
nnaliticos la utilizacion de un lenguaje algebraico que ocultaba las 
ideas geometricas, y ambos se acusaban mutuamente de mezclar 
ronceptos metricos con proyectivos. La rivalidad entre las dos fac- 
< iones llego a hacerse tan agria que Steiner, el mas fanatico de los 
geometras sinteticos, amenazo con dejar de publicar en el Journal 
fur Mathematik si los artfculos de Plucker, el mas representativo de 
Ins analiticos, segufan apareciendo alii. 

Esta discusion carece actualmente de sentido. Quizas en cuan- 
ln a la potencia de sus procedimientos, el tiempo ha dado la razon a 
l< >s analiticos, pero nadie discute por eso la belleza de los metodos 
sinteticos, que tampoco han quedado en desuso y siguen propor- 
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cionando hermosos resultados. Hoy cada geometra sigue el camino 
que le indican sus gustos y sus aficiones, y nadie se mete con nadie. 

Mobius 

La mas importante idea algebraica al servicio de la geometria 
proyectiva fue la de coordenadas homogeneas, propuesta por Fer¬ 
dinand Mobius (1790-1868) en su trabajo mas conocido, El calculo 
baricentrlco. Mobius dibuja en el piano un triangulo y asigna a cada 
punto P las masas que deben ser colocadas en sus vertices para 
que dicho punto P sea el centro de gravedad de las tres masas. 
Estas coordenadas estan determinadas salvo un factor de propor- 
cionalidad, y solo los puntos interiores del triangulo tienen las tres 
positivas. Los puntos del infinito son aquellos para los cuales las 
tres coordenadas baricentricas suman cero. Igualmente, se debe a 
Mobius la idea de colineacion como la aplicacion biyectiva entre 
los puntos de dos pianos que transforma rectas en rectas (la forma 
mas general de definir una aplicacion proyectiva). Claramente, to- 
da colineacion convierte cuadrilateros completos en cuadrilateros 
completos, en consecuencia (por el teorema de Staud) induce una 
proyectividad entre cada recta y su transformada. Tambien el con- 
cepto de razon doble de cuatro rectas concurrentes fue propuesto 
por Mobius: 

, , sen ac sen bd 

{.abed)- ---- 

sen be sen ad 

La razon doble de cuatro puntos coincide con la de las cuatro 
rectas que resultan de proyectarlos desde un punto exterior a la 
recta r que los contiene (Figura 26). 

En efecto, aplicando sucesivamente el teorema del seno a los 
triangulos ACP, BCP, ADP y BDP, tenemos las siguientes igualdades: 

sen ac _ AC sen be _ BC sen ad AD sen bd _ BD 

sen cr AP sen cr BP sen dr AP sen dr ~ BP 
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Figura 26 


Entonces: 


{abed) = 


sen ac sen bd 
sen be sen ad 


(sen ac)/( sen cr) (senfrc/)/(sentfr) 
(sen £>c)/( sen cr) (senarf)/(sendr) 


AC/AP BD/BP 
BC/BP AD/AP 


— — ={ABCD ) 
BC AD 


Si en el piano elegimos un sistema de coordenadas cartesia- 
n,r,, la razon doble de las cuatro rectas es la misma que la de 

• u.iiro puntos cuyas coordenadas sean sus respectivas pendientes. 
I'.ita ver esto no hay mas que situar el punto P en el origen de 

• < m udenadas y cortar el haz de las cuatro rectas con la de ecuacion 

*■ 1 . 
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Las coordenadas homogeneas de Plucker 

Julius Plucker (1801-1868), natural de Elber- 
feld, estudio ffsica y matematicas en varias uni- 
versidades alemanas, y desde 1836 fue profesor 
de la de Bonn. Sus primeras publicaciones es- 
tuvieron del lado de los geometras sinteticos, 
pero en cuanto entro de lleno en la famosa 
polemica, se decanto definitivamente por los 
Julius Plucker metodos analfticos. En 1846, quizas hastiado 
de tanta controversia, abandono las matematicas para volver a in- 
teresarse por la ffsica, en la que hizo notables descubrimientos. En 
contra de lo que hubiera podido esperarse de el, estaba mas preo- 
cupado por el lado experimental de la ffsica que por el matematico. 
Alfred Clebsch afirmo, en una charla pronunciada en 1871, que la 
contradiccion es solo aparente. Plucker tendfa mas a crear que a 
analizar, y esta tendencia era la fuente comun de sus descubrimien¬ 
tos en ffsica y en geometrfa. 

Plucker creo un sistema de coordenadas homogeneas que, sal¬ 
vo para cierto tipo de problemas, es mas manejable que el des- 
cubierto por Mobius. Cada punto del piano esta determinado por 
tres numeros x, y y z tales que, si z es distinto de cero, los cocien- 
tes X=x/z e Y=y/z son las coordenadas cartesianas ordinarias. En 
cambio, si z es cero, representan un punto del infinito. Es eviden- 
te que si A ± 0, las ternas (x,y,z)'y {Ax, Ay, Az) corresponden a un 
mismo punto del piano proyectivo. De este modo, la ecuacion de 
la recta del infinito es z=0, asf como y=0 y x=0 lo son del eje 
de abscisas y del de ordenadas respectivamente. 

Si la ecuacion de una recta en coordenadas cartesianas ordinarias 
es uX+vY+w= 0, en coordenadas homogeneas es ux+vy+ivz= 0. 
Entonces, resolviendo el sistema: 

ux+vy+wz = 0 
z = 0 





lllil* ik'imos el punto (u, - u, 0), donde nuestra recta corta a la del 
luluuli >, Aliora bien, la condicion para que do$ rectas del piano 
it, \ i i\Y + w t = 0 y u^i + v 2 Y + w 2 = 0 sean paralelas es que 
M, r, u.Jv r Por esta razon, dos rectas paralelas cortan a la del 
ImIiiiIIo en el mismo punto. 


t iioidenadas de una recta 

< onsideremos de nuevo la ecuacion de una recta en coorde- 

I it H1 .1 '• homogeneas: 

ux + vy + wz = 0 

A los numeros u, v y w les llamo Plucker coordenadas de la 
h i In Del mismo modo que las coordenadas homogeneas de un 
ptlhto, las de la recta estan determinadas salvo un factor de pro- 
pnrclonalidad. En la ecuacion anterior las coordenadas de la recta 
\ drl punto juegan papeles simetricos, lo cual permite dos interpre¬ 
ts im ics diferentes. Si u, v y w son numeros fijos y x, y y z variables 
III in vs, representa una recta. Pero si fijamos un punto P = (x,y,z) 

\ drjamos fibres las coordenadas de la recta, representa el haz de 

II h I,is las rectas que pasan por P. Si P esta en el infinito, las rectas del 
I).»/ son todas paralelas. De este modo puede justificarse algebrai- 
, ,imonte el principio de dualidad, cosa que los geometras sinteticos 
mm habfan sido capaces de hacer. En efecto, el intercambio de las 
p.ilabras punto y recta corresponde en geometrfa analftica al de 
i., palabras constante y variable , y por la simetrfa de la expresion 
u\ i vy + wz — 0, es claro que todo teorema se puede enunciar de 
tins maneras, cada una de ellas dual de la otra. 

Supongamos ahora dos rectas en coordenadas homogeneas, 
niyas ecuaciones representaremos brevemente del siguiente mo- 
, 11 , / o y m - 0. Si a y p son dos numeros reales, la recta cuya 
r« nat ion es al + pm = 0 tambien pasa por el punto de encuentro 
dr I,is dos primeras. Y recfprocamente, si tres rectas concurren en 
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un punto, el algebra lineal demuestra que la ecuacion de una de 
ellas es la suma de las otras dos multiplicadas por sendos numeros 
reales. Por el principio de dualidad, para que tres puntos P, Q y R, 
dados en coordenadas homogeneas, sean colineales, han de existir 
dos numeros <y y (> para los cuales R = aP + /3Q. Pero ya sabemos 
que aP y P, si bien con distintas coordenadas, senalan al mismo 
punto del piano proyectivo, lo mismo que /3Q y Q. Entonces pode- 
mos decir que el si el punto R esta alineado con P y Q, estos ultimos 
se pueden escribir de tal modo que R = P + Q. Por la misma razon, 
toda recta que pase por el punto donde se cortan las rectas / = 0 y 
m = 0 es de la forma l+ m = 0, siempre que las coordenadas de 
ambas rectas hayau sido esc^g'das convcr.!?'' to mente. 

Estas relaciones analiticas entre rectas concurrentes y entre 
puntos alineados suministran, para algunos teoremas, unas demos- 
traciones de una sencillez admirable. Veamos, por ejemplo, la del 
teorema de los triangulos homologicos. Sean / = 0, m = 0 y n = 0 las 
ecuaciones de los lados BC, AC y AB, y r = 0 la del eje de homologfa 
(ver Figura 13). Por lo que acabamos de decir, las ecuaciones de 
las rectas BC*, A’C yA'B* admiten las formas r + / = 0,r + m = 0y 
r + n = 0. Las dos primeras contienen a C\ las restamos y tenemos 
la recta de ecuacion l-m = 0, que tambien lo contiene. Ahora bien, 
al ser combinacion de/ = 0ym = 0 tambien pasa por C, luego es 
la ecuacion de la recta CC*. Un argumento identico nos lleva a que 
las ecuaciones de las rectas A4* y BB* son m-n = 0yn-l = 0. 
Cualquiera de las tres es suma de las otras dos, entonces A4*, BB * 
y CC' concurren en un punto, y ya esta demostrado el teorema. 

Esta forma resumida de escribir ecuaciones de las rectas em- 
pezo a utilizarse en respuesta a las censuras de los geometras sinteti- 
cos, muy criticos con lo farragoso de las formulas analiticas. En sus 
investigaciones sobre curvas algebraicas, Plucker habria de sacar 
mucho provecho de estas abreviaturas. 
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... de una colineacion 

Aceptando la definicion de Mobius, una colineacion entre dos 
i 'l.iiii is es una aplicacion biyectiva entre ambos tal que los transfor- 
mi id( is de puntos alineados estan tambien alineados. Esto significa, 
k) < vio liace un momento, que se han de mantener las combinacio- 
i„ , lineales, por lo tanto la relacion entre las coordenadas de un 
,.unto P=(x,y,z) y las de su correspondiente P*=(x*,y*,z*) ha de 
tii'i lineal: 

x* = a^+bj+c^ 
y* = a 2 x+b 2 y+c 2 z 
z* = a^x+b^y+c^ 

Si los puntos del infinito se transforman en puntos del infinito, 
1 .1 colineacion se llama abnidad, y sus ecuaciones son: 

x* = a t x+b ] y+c l z 
y* = a 2 x+b 2 y+c 2 z 

z * = C 3 Z 

Una afinidad puede pensarse como una colineacion entre dos 
pianos a los que se les ha extirpado la recta del infinito, por lo 
nial es quizas mas ilustrativo dar sus ecuaciones en coordenadas 
cartesianas ordinarias: 

X * - m ] X+n t Y+p ] 

Y* = m. 2 X+n 2 Y+p 2 

(con m, =a,/c 3 , n, =6,/c 3 ,p, =c,/c 3 , m 2 =a 2 /c 3 , n 2 =b 2 /c 3 y p 2 =c 2 /c 3 ). 


I as conicas como curvas de segundo grado 

Ya vimos la caracterizacion de cada una de las especies de coni- 
< as. Si los focos de una elipse o una hiperbola los colocamos en los 
puntos (0, c) y (0, -c), y llamamos 2 a a la suma (en el primer caso) o 
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a la diferencia (en el segundo) de distancias a ellos desde cualquie- 
ra de los puntos de la curva, la ecuacion de la elipse en coordenadas 
cartesianas ordinarias resulta ser X 2 /a 2 +Y 2 /b 2 =\ (con b 2 =a 2 -c 2 ) 
y la de la hiperbola X 2 /a 2 - Y 2 /b*=\ (con c 2 =a 2 +b 2 ). Todo esto es 
cuestion de puro calculo. Tambien es facil demostrar que la ecua¬ 
cion de la parabola es Y 2 = 2cX, si el foco es el punto (c,0) y la 
ecuacion de la recta directriz X= - c. En los tres casos las ecuacio- 
nes son de segundo grado. El recfproco tambien es cierto: cualquier 
curva de segundo orden, esto es, representada por una ecuacion 
de segundo grado aX 2 +bXY+cY 2 +dX+eY+f=Q, es una conica. 

Admitida pues la sinonimia entre conicas y curvas de segundo 
grado , vamos a demostrar analfticamente algo que ya se ha apun- 
tado unas paginas atras: la equivalencia proyectiva de las conicas 
irreducibles. O lo que es igual, que todas ellas son convertibles 
mediante proyectividades en una sola. Partimos de una conica en 
coordenadas proyectivas, no degenerada: 

ax 2 + bxy +cy 2 + dxz+eyz +fz 2 =0 

Podemos imaginar, sin merma de generalidad, que pasa por 
el punto (0,0,1), y que en consecuencia su ecuacion carece de 
termino en z 2 : 


ax 1 +bxy+cy 2 +dxz+eyz =0 

Ademas, d * 0 6 e t 0 (de lo contrario la conica degeneraria). 
Suponemos e * 0, y aplicamos a la curva la proyectividad consis- 
tente en poner ex en el lugar de la x, -dx+y en el de la y, y dejar la 
z intacta. Y resulta lo siguiente: 

gx 2 +hxy+cy 2 +eyz=0 

Si g fuera cero, la curva se desharia en las rectas hx+cy+ez=0 
y z=0, pero la hipotesis excluye esta posibilidad. Luego g t 0 y la 
ecuacion admite esta forma: 
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x 2 -t -mxy+ny 2 +pyz=0 


(donde p=e/g * 0). Sustituimos z por -(m/p)x - (n/p)y+(l/p)z, 
v llegamos a la parabola de ecuacion x 2 -yz= 0. Si e=0, entonces 
, / / 0, y eliminariamos el sumando en yz. 

I’oiaridad en el piano 

Si en las ecuaciones de una colineacion imaginamos que las 
coordenadas de los elementos transformados son de rectas (y no 
de puntos), tenemos una correlation: una correspondencia que a 
, ada punto del primer piano le asigna una recta del segundo (y por 
dualidad, tambien al reves) tal que a puntos colineales correspon- 
,l,iii rectas concurrentes. Entonces, si las coordenadas de la recta 
li.msformada del punto P=(x,y,z) son 0 a,v,w ), la ecuacion de una 
correlacion es: 

u = a^x+b^+c^z 
v = a 2 x+b 2 y+c 2 z 
w = a 3 x+b 3 y+c 3 z 

Una correlacion de un piano en si mismo se llama una polaridad 
•.i el punto transformado de la recta correspondiente a P vuelve a 
.rr P. Un sencillo calculo demuestra que en la ecuacion de una 
polaridad a 2 =b v a 3 =c, y b 3 =c 2 . Ahora bien, cualquier conica (lo 
sabemos desde Desargues) genera una polaridad en el piano que 
l.i contiene. Las ecuaciones de esta polaridad se pueden calcular 
eu luncion de la de la curva: 

F(x, y, z)=ax 2 +bxy+cy 2 +dxz+eyz+fz 2 =0 

Los puntos de la conica (y solo ellos) estan sobre sus pola- 
ies, que son las rectas tangentes a ella. Entonces, si P=(x,y,z) 
pertenece a la conica, ha de cumplir la ecuacion de su polar. En 
consecuencia: 
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{aS+by+c x z)x+{a 2 x+b 2 y+c. 2 z)y+{a 2 x+b 2 y+c 2 z)z =0 

Operando, llegamos a la ecuacion de una conica: 
a,jc 2 +(6 | +a 2 )xy+b 2 y 2 +{c^ +a. i )xz+{c 2 +b 2 )yz+c 2 z l ={) 

Cotejando ambas conicas, tenemos que a,=o, b. 2 =c, c 3 =f , 
b\=a 2 =b/2, c,=a 3 =c//2 y c 2 =b 2 =e/ 2 . Entonces la recta polar del 
punto P=(p,q,r) es: 

{2ap+bq+dr)x+ {bp+2cq+er)y+{dp+eq+2fr)z=Q 

y las ecuaciones de la polaridad asociada a la conica son las si- 
guientes: 

u = 2ax+by+dz 
v = bx+2cy+ez 
w - dx+ey+2fz 

La ecuacion de la recta polar de P tambien puede ser escrita 
de este modo (mas facil de memorizar): 

xF x {P) +yF y {P ) +zF z {P )=0 

(donde F x , F y y F z son las derivadas parciales de F respecto de x, y 
yz). 


La introduction de los numeros complejos en geometria 

Es cosa sabida que, dentro de los numeros reales, los numeros 
positivos tienen raiz cuadrada y los negativos carecen de ella. Enton¬ 
ces, la unica forma de dotar de raiz cuadrada a todos los numeros 
negativos es inventar mas numeros, porque entre los reales es inutil 
buscarla. La ampliation se realiza admitiendo la existencia de un 
numero / tal que i 2 = - 1. Despues consideramos todos los objetos 
de la forma a+bi (con a y b numeros reales), a los cuales llamamos 
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numeros complejos. A1 numero a se le llama parte real del complejo 
v a b la parte imaginaria. Dentro de los complejos, todo numero dis- 
linlo de cero tiene dos raices cuadradas, tres raices cubicas, cuatro 
i.uces cuartas, y asf sucesivamente. Las posibilidades algebraicas 
con estos nuevos numeros son pues mucho mayores, y no se pier- 
do ninguna de las que existfan antes, porque los numeros reales 
pueden ser pensados como complejos de parte imaginaria cero. 

Es posible identificar el conjunto de todos los numeros compie- 
jos con el de puntos del piano, asociando a cada numero complejo 
</ + bi con el punto {a,b) (o, si se quiere con el vector de compo- 
nontes a y b, como se puede ver en la Figura 27). Por esta razon, se 
habla a veces del piano complejo. 



Figura 27 


Esta interpretacion es util porque proporciona un soporte visual 
a los numeros complejos, pero en cierta medida empana sus ver- 
daderas posibilidades geometricas. Si en lugar de asociar el punto 
(o,£>) con el complejo a + bi, se le identifica con el par de numeros 
complejos {a + 0/, b + 0/), el piano real (entendido como el conjunto 
de pares de numeros reales) queda sumergido en el piano complejo 
(entendido este, no como el resultado de la identificacion propues- 
ta en primer lugar, sino como el conjunto de pares de numeros 
complejos). De esta manera se puede hacer una geometria analfti- 
ca sobre los numeros complejos, en la cual el piano real es tan 


53 


Plucker y la geometria proyectiva analitica 











Plucker y Poncelet. Dos modos de entender la geometria 


solo la parte visible de esta geometria. Pensemos, por ejemplo, en 
la circunferencia de ecuacion X' 2 +Y 2 =25 y en la recta de ecua- 
cion ZY+K=15. En la Figura 28 se puede ver claramente que no 
se cortan, y quien intente resolver el sistema formado por ambas 
ecuaciones llegara a la rai'z de un numero negativo. Si trabaja en 
geometria real, allf habra de parar en seco. Ahora bien, si sigue ade- 
lante con la ayuda de los numeros complejos, vera como la recta 
y la circunferencia tienen en comun los puntos P=(6+2/,3 - 4/) y 
Q=( 6 - 2/, 3+4/). Entonces, si en la geometria sobre los numeros 
reales se afirma que una recta y una circunferencia se cortan como 
mucho en dos puntos, en la geometria sobre los numeros comple¬ 
jos podemos asegurar que se cortan exactamente en dos puntos 
(aunque puedan estar superpuestos si son tangentes). La curva de 
ecuacion X 2 + K 2 =0, que en el piano real consta de un unico punto, 
en el complejo se desdobla en las rectas X+iY=0 y X - iY-0. 



Plucker saco un extraordinario partido de la introduccion de 
los numeros complejos en la geometria. Definio las coordenadas 
homogeneas complejas del mismo modo que las reales, y dio a 
los puntosJ=(l,/,0) yJ*=(l, — /, 0), los llamados puntos ciclicos, la 
importancia que merecfan. Estos puntos, cuya existencia ya habi'a 
sido postulada por Poncelet, son asi llamados porque por ellos pa- 
san todas las circunferencias del piano. Es mas, ninguna otra curva 
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1 1< • •.< -gundo grado pasa por ellos. En efecto, consideremos una coni- 
.. coordenadas cartesianas ordinarias: 

oX 2 +bXY+cY 2 +dX+eY+f=0 

I ,a escribimos en coordenadas homogeneas: 

ax 2 +bxy+cy 2 +dxz+eyz+fz 2 =0 

• miponemos que pase por uno de los puntos ciclicos, pongamos el 
pilmero. Resulta entonces que a+bi - c=0, con lo cual a=c, b— 0 
v pasa tambien por el segundo. Ademas, como a + 0 y c + 0 (de 
In contrario la conica no seria tal), podemos suponer o=c=l, y la 
n uacion de la curva queda de este modo: 

X 2 +Y 2 +dX+eY+f= 0 

Claramente, representa una circunferencia de centra el punto 
( <1/2, - e/2) y y radio igual a VW/2) 2 +(e/2) 2 -f. 

Las rectas que pasan por uno de los puntos ciclicos se llaman 
rectas isotropas, y son de la forma X+iY +c=0 6 X - iY+c= 0. De 

< ualquiera de las dos maneras, la pendiente es un numero igual al 
upuesto de su inverso, entonces son perpendiculares a si mismas. 

I .is rectas isotropas (a las que el matematico noruego Sophus Lie 
(1X42-1899) Uamaba rectas locas) solo se dejan ver en un punto. 

Sirviendose de los puntos ciclicos, Plucker dio una hermosa 
delinicion de foco de una conica que le permitiria extender el con- 

< epto a curvas de grado superior. Un punto del piano de una conica 
es un foco si las tangentes trazadas desde el pasan por los puntos 
. iclicos. Esta idea, lo vamos a ver, no es tan alambicada como pa- 
icee. Pensemos en una elipse, cuya ecuacion en form a reducida 
sabemos es x 2 /a 2 +y 2 /b 2 =z 2 . Desde el foco (Va 2 -ri 2 ‘,0) trazamos 
una tangente a la elipse. Si P={p,q,r ) es el punto de contacto, su 
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ecuacion es: 


P Q 


Los coeficientes p,qyr son las soluciones del sistema de dos 
ecuaciones que aparece a continuacion. Una de ellas procede de 
suponer la recta tirada desde el foco, la otra de la pertenencia de P 
a la conica. 


Va 2 -b 2 —,- -r = 0 
a 2 


P^ <f 

a 2 b 2 


-r 2 = 0 


Despejando r en la ecuacion lineal y sustituyendo en la segunda 
llegamos a que p 2 /a 4 +q 2 /b 4 = 0. Ahora se abren dos posibilidades: 
o bien p=q= 0, o bien p=a 2 y q=ib 2 . La primera llevarfa a que 
p=q=r=0 , y esto carece de significado proyectivo, entonces solo 
queda la segunda, y de ella se deduce que r= Va 2 -b 2 . La ecuacion 
de la recta tangente es pues x+iy - z Va 2 — b 2 = 0, y es evidente que 
pasa por J. El lector puede comprobar, de un modo similar a como 
se acaba de hacer, que la tangente a la elipse trazada desde uno 
de los puntos ciclicos pasa por uno de los focos, y tambien puede 
repetir el razonamiento para la hiperbola. 

A pesar de las extraordinarias posibilidades analiticas que brin- 
daban los objetos imaginarios en geometria (y a los que el mismo 
Poncelet no hizo ascos), Steiner los ignoro tercamente durante toda 
su vida y se refirio a ellos como las sombras o los fantasmas de la 
geometria. 


Formula de Laguerre 
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Usando los elementos complejos introducidos por Plucker, Ed¬ 
mond Laguerre (1834-1886) logro definir el angulo de dos rectas 


mrdiante una razon doble, dando asi base proyectiva a un concep- 
h ) metrico. Sean las dos rectas a y b (y nada impide imaginar que 
IMsan por el origen de coordenadas), yj yj* las rectas isotropas de 
im uacionesA r +/K=0yX —iY=0. Laguerre define el angulo formado 
por a e b de este modo: 

ang. {ab)= l - log (abjj*) 


Kecordemos que la exponencial y el logaritmo de un numero 
< omplejo z=x+iy se definen de esta manera: 

e z =e x ( cos y+i seny) log z= log \z \+/ arg z 


(donde |z|= \jx 2 +y 2 y arg z- arctany/x). 


Si las pendientes de a y b son m= tantr y n= tan [5 (y tenemos 
presente la coincidencia entre la razon doble de cuatro rectas y la 
de* sus pendientes) resulta que: 


(.abjj*) = 


m - i n+i 
n - i m+i 


coso'+zsena' cos/?-/sen/3 
cos a - i sen a cos/?+z sen p 


— ^2/ty g—2ip — P) 


Por la misma definicion de logaritmo: 

ang. (ab)=a-p= - ^ log ( abji/*)= l - log {abjj*) 

Siguiendo el camino abierto por Laguerre, Arthur Cayley (1821- 
1895) dio una definicion proyectiva de la distancia entre dos puntos. 
Alirino que las propiedades metricas de una figuraF son las propie- 
(lades proyectivas de la figura formada por F con los puntos ciclicos. 
I slo le llevo a considerar a la geometria metrica como una parte de 
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la proyectiva y a decir, en 1859, una frase que se hizo celebre: “La 
geometria proyectiva es toda la geometria”. 


Esbozo de un modelo para la geometria hiperbolica 

El quinto postulado de Euclides afirma que por un punto exte¬ 
rior a una recta siempre pasa una paralela (y una sola). El incumpli- 
miento de este postulado da lugar nuevas geometrias, las Ilamadas 
geometrias no euch'deas. Ahora bien, el quinto postulado puede 
dejar de ser cierto por dos razones diferentes. O bien porque por el 
punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela, o bien porque 
pasa mas de una. En el primer caso tenemos la geometria eh'ptica 
y en el segundo la hiperbolica. Pues bien, con elementos torna¬ 
dos de la geometria proyectiva podemos fabricar un modelo para 
la geometria hiperbolica, que esbozaremos brevemente. Fue pro- 
puesto por Felix Klein (1849-1925), el mas celebre de los discipulos 
de Plucker y su sucesor en el liderazgo de los metodos analfticos. 
Consideremos una elipse E. Sus puntos interiores seran los puntos 
de esta geometria, y las rectas los segmentos determinados por E 
sobre las rectas euch'deas. Dos figuras son iguales si una de ellas 
puede ser transformada en la otra mediante un movimiento. Enhan¬ 
ces, en cuanto definamos los movimientos, sabremos lo que es la 
igualdad. Pues bien, llamaremos movimiento a las proyectividades 
del piano en si mismo que dejan invariante a la elipse. 

El quinto postulado claramente no funciona: Por un punto P 
exterior a la recta AB pasan dos rectas paralelas (es decir, que se 
cortan en puntos de la frontera de la elipse, que hacen el oficio de 
los puntos del infinito), como se ve en la Figura 29. 

Como ejemplo de las muchas cosas que hacen falta para elabo- 
rar una geometria, veremos un artificio que permita hablar de dis- 
tancia. Una definition de distancia, para ser util, debe ser invariante 
frente los movimientos, y aditiva: si tres puntos estan alineados, la 
distancia entre los extremos ha de ser la suma de las distancias 


58 


■ iitie olios y el punto intermedio. Ademas, la distancia de cualquier 
pMiilo consigo mismo ha de ser cero. Si A y B son puntos interiores 
,i / . y U y V los puntos en los que la recta determinada por ambos 
i ’ nl,i a la frontera, la distancia entre Ay B se define de este modo: 

d{A,B)=\\og{UVAB) 



( omo las proyectividades mantienen la razon doble, el primer 
mmH lisito esta garantizado. La comprobacion del segundo viene a 
\ miiinuacion: 


,IH,B)+dW.Cl=' I log «/MB) + lo, WVBC) = \ log wvabxuvbo 

1 log U A ™ 1® Y£ = 1 ,og “ = 1 log WAO-d(A,o 

2 g VA UB VBUC 2 * VA UC 2 


La del tercero es inmediata: 

dC4,A)= X - log {UVAA)= X - log ^ ^ = \ lo S 1 =0 

()tra propiedad de esta distancia merece ser resaltada. La dis- 
laiioia de cualquier punto a la frontera de E es infinita (coherente- 
monlo con el papel que juega esta como recta del infinito): 
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d(A,U) = h'm d(A,B) = lim i log ~ — =co 
B—*u 2 5 VA UB 

El modelo que se acaba de explicar pretende dar una idea de las 
posibilidades de la geometria proyectiva, no ser una introduccion 
a las geometrfas no euch'deas. Quien quiera saber de este tema 
hara bien en leer Lobachevski. Un espiritu indomable, de Santiago 
Fernandez Fernandez, publicado en esta misma coleccion. 
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5 Las curvas algebraicas 
en el siglo XVIII 


Hace mas de dos mil cuatrocientos anos, el celebre sofista Hi- 
pias de Elide creo una curva con la cual podia dividir cualquier 
angulo en tres partes aproximadamente iguales. Algunos anos des¬ 
pues Dinostrato descubrio que tambien podia ser utilizada para 
cuadrar el cfrculo. Por esta razon, una curva que en justicia debiera 
ser llamada trisectriz de Hipias, paso a la historia con el nombre 
de cuadratriz de Dinostrato. La idea de Hipias de resolver un pro- 
blema fabricando una curva a proposito tuvo muchos seguidores, 
y las curvas asi halladas pronto empezaron a ser estudiadas por 
si mismas. Menecmo, hermano mayor de Dinostrato, descubrio las 
secciones conicas, y cortando dos de ellas consiguio duplicar el cu- 
bo. Arquimedes estudio la espiral, con la que se puede trisecar un 
angulo, y con este mismo fin Nicomedes, algo posterior, invento la 
concoide. Diodes, contemporaneo de Nicomedes, ideo otra curva, 
la cisoide, que sirve para duplicar el cubo. 

Con el siglo XVII llega la geometria analitica, que permite aso- 
ciar una ecuacion a cada curva. El estudio de las ecuaciones descu- 
bre semejanzas y diferencias entre las curvas que antes eran invisi¬ 
bles, y permite distinguir entre curvas algebraicas (como la cisoide, 
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la concoide, y las conicas) y trascendentes (como la cuadratriz 
o la espiral). Descartes excluye sumariamente de la geometria a las 
segundas, a las que llama curvas mecanicas, y solo se interesa por 
las primeras. Segun el, las curvas algebraicas debian clasificarse 
segun el grado de la ecuacion que las define, y estudiar cada clase 
con metodos propios. Retrocediendo un siglo en relacion con el 
capftulo anterior, vamos a ver que se hizo en el siglo XVIII con las 
curvas algebraicas, para poder despues entender lo que hicieron 
nuestros protagonistas con ellas en el XIX. 


Newton y la clasificacion de las cubicas 

Siguiendo el consejo de Descartes, Newton emprendio el estu- 
dio sistematico de las cubicas o curvas de grado tres. Los resultados 
de sus investigaciones fueron redactados en 1676, pero no aparecie- 
ron hasta 1704, en un opusculo titulado Enumeratio linearum tertii 
ordinis. Esta obra ha sido editada por la Real Sociedad Matemati- 
ca Espanola en una traduccion de Jose Luis Arantegui anotada por 
Antonio Duran. Parte de lo que viene a continuation es deudora de 
esas notas. 

La Enumeratio es, en esencia, una clasificacion de las cubicas 
con coeficientes reales. En un primer nivel, Newton distinguira cua- 
tro casos. Parte de la ecuacion general de una cubica (que supone 
irreducible): 

(Mr 3 +Nx 2 y+Pxy 2 +Qy 3 ) + (/?r 2 +Sxy + 7y 2 ) + ( Ux+Vy ) + W=0 

e intenta deshacerse, mediante un cambio de variable, del termino 
eny 3 . Para ello resuelve la ecuacion algebraica: 

f{z) = Qz 3 +Pz 2 + Nz +M=0 
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que tiene al menos una solucion real a. Hacemos un cambio de 
ejes, poniendo y en el lugar de r y ay+x en el de y, y la ecuacion 


dr la curva se convierte en esta otra: 


x (Ax 2 + Bxy +Cy 2 ) +Ex 2 + Fxy + Gy 2 + Hx+Ky+L =0 


rii la cual A=Q, B=3Qa+Py C=3Qa 2 +2Pa+N. Si a es una solucion 
simple, entonces C=f'{a) * 0. En esta situation podemos imaginar 
< 1, y reordenamos la ecuacion del siguiente modo: 

(r+G)y 2 + {Bx 2 +Fx+K)y+Ax 3 +Ex 2 +Hx +L=0 

In (|ue demuestra que la rectar = -G es asfntota de la curva (tengase 
presente que el binomio r+G no puede dividir simultaneamente al 
termino independiente y al coeficiente de y, porque entonces la 
cubica no seria irreducible). 

Pensemos ahora en las rectas de ecuacion x=u , paralelas a la 
usmtota. Si cortan a la curva, lo hacen en dos puntos, salvo que el 
numero u anule el discriminante de la ecuacion en y. Ahora bien, 
(Ik ho discriminante es un polinomio de cuarto grado: 

C Bx 2 +Fx+K ) 2 - 4(r+G)(Ar 3 +£’r 2 +//r+L) 

Este polinomio no es cero (si lo fuera,r+G dividirfaa Bx 2 +Fx+K, 
como consecuencia tambien a Ar 3 +£r 2 +/7r+L, y esto no es posi- 
bl(0. Se anula pues, como mucho, en cuatro valores de u. Ahora 
1 urn, sabemos desde Viete que la suma de las rafces de una ecua- 
i inn de grado n es igual al opuesto del coeficiente de grado n - 1 
dlvidido por el de grado n. Entonces, si {u,v) es el punto medio de 
Ins puntos («,«;,) y (u,t> 2 ), en los que la recta x=u corta a la cubica, 
sucede lo siguiente: 

v x +v 2 _ Bu 2 -\-Fu-\-K 

U= 2 = “ 2 (u+C) 

Luego el lugar geometrico de los puntos medios es la hiperbola 
dr ecuacion: 


2y(r+G)+£r 2 +Fr+X=0 
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Esta hiperbola se llama hiperbola diametral asociada a la asfnto- 
ta x= - G, la cual a su vez tiene como asfntotas a x= - G e 
y— - (B/2)x+BG/2 -F/2. Esto se puede ver en la Figura 30, donde 
aparece (en color negro) la cubica de ecuacion: 

(x+1 )y 2 4- {x 1 +1 )y+r 3 - 3x 2 =0 

y la hiperbola diametral asociada a la asfntota x= - 1 (en rojo), cuya 
ecuacion es 2y(x+1) +x 2 +1 =0. La otra asfntota de la hiperbola (que 
ya no lo es de la curva) es la recta de ecuacion x-\-2y= 1. 



Interesa, por razones de simplicidad, que las asfntotas de la 
hiperbola sean los ejes de coordenadas. Ahora bien, la transforma- 
cion necesaria para ello no hace aparecer ningun termino en y 3 , 
luego nada impide suponer que la cubica esta ya referida a sus 
asfntotas. Entonces G=B=F= 0, y la ecuacion queda de esta forma: 

xy 2 +ey=ax 3 4 bx 2 +cx+d 

(donde e=K, a— -A, b— -E, c— -H y d— -L). Y este es el primero de 
los cuatro casos. La hiperbola diametral esxy= -e/2, que degenera 
cuando e=0. 

Si la ecuacion f(z )=0 carece de soluciones simples, la multipli- 
cidad de a es tres, y en consecuencia B=C= 0. La de la curva es 
ahora de esta manera: 
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Ax 3 4- Ex 2 4- Fxy+Gy 2 4- Hx 4- Ky + L =0 

Se abren ahora tres posibilidades. Si G=0 y F ± 0, las rectas de 
la forma x=u cortan a la curva en un solo punto, salvo x= - K/F , 
que es la unica asfntota. Si transformamos esta asfntota en el eje 
de ordenadas (e igual que antes, damos esta transformacion por 
hecha) entonces K= 0, y la ecuacion de la curva resulta ser: 

xy=ax 3 +bx 2 +cx+d 


(a=- A/F , b= - E/F, c= - H/F y d= - L/F ). 

Si G 4- 0, el lugar geometrico de los puntos medios de los seg¬ 
ments interceptados sobre la cubica por las rectas del haz x=u es 
la recta de ecuacion: 

Fx+2Gy+K=0 

Si transformamos esta recta en el eje de ordenadas (y supone- 
mos que ya lo es), resulta que F=K= 0, y la ecuacion de la curva es 
la siguiente: 

y‘ 2 = ax 3 + bx 2 + cx+d 


(a= -A/G, b= - E/G, c= - H/G y d- - L/G ). 


Si G=F= 0, la curva es sencillamente: 

y=ax 3 + bx 2 + cx 4 d 


(o= -A/K, b=-E/K , c— -H/Kyd= -L/K). 

En el primer caso distinguio Newton cuatro clases, segun fueran 
los signos de a. A las de la primera clase (a > 0) las llamo hiperbolas 
redundantes, a las de la segunda (a < 0), hiperbolas defectivas, a 
las de la tercera (a=0 y b ± 0), hiperbola parabolica, y a las de la 
cuarta (a=0 y b=0), hiperbolismo de conicas. 
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Las de la primera clase tienen como asfntotas a las rectas: 

*=0 y=-vs(«|) 

La hiperbola diametral asociada a la primera asfntota, se vio 
antes, es la de ecuacionxy+e/2=0. Un calculo elemental demues- 
tra que las de las asociadas a las dos ultimas son las que vienen a 
continuacion: 

y 2 - 3ax 2 +2xy V a - 2 bx+e y/a-c = 0 
y 2 - 3 ax 2 -2 xy^Ja- 2 bx -e\[a-c = 0 




Figura 31 


Figura 32 


Las condiciones para que degeneren son, respectivamente, las 
siguientes: e=0, b 2 -4ac= -4ae yfa y b 2 -4ac=4ae y/a. Claramente, 
si dos de ellas degeneran, tambien lo hace la tercera. De este mo- 
do, Newton agrupa a las hiperbolas redundantes en cuatro generos, 
segun que ninguna de las hiperbolas diametrales sea degenerada, 
lo sea una, lo sean las tres y b ^ 0 (lo cual significa que las tres asinto- 
tas se cortan en tres puntos distintos) o lo sean las tres y b=0 (las 
tres asfntotas son concurrentes). En las Figuras 31,32,33 y 34 se pue- 
den ver (en negro) las cubicas de ecuaciones xy 2 +y=x 3 +x 2 +x+\, 
xy^+y—x^ +x 2 + l, Jcy 2 =x 3 +2x 2 +x+1 y xy 2 =x 3 +1, que correspon- 
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, 1 , i, ,i cada uno de estas clases. Las hiperbolas diametrales estan 
dllnijadas en color rojo. 




Figura 33 Fi g ura 34 

Despues, estudiando todas las situaciones posibles entre las 
lai'ces del polinomio del segundo miembro, Newton distinguio nue- 
v(> especies entre las de primer genero, doce entre la de segundo, 
dos entre las de tercero y nueve en las del cuarto. Solo la primera 
clase del primer caso abarca ya treinta y dos especies. 




Figura 35 


Figura 36 
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Plucker y Poncelet. Dos modos de entender la geometria 


Las hiperbolas defectivas tienen una sola asintota, luego puc- 
den ser de dos generos, segun sea o no degenerada su correspon- 
diente hiperbola diametral (ver en las Figuras 35 y 36 las curvas do 
ecuaciones xy 2 +y= -r 3 + 3x 2 - 2xyxy 2 = -x 3 - 2x 2 +2x+2 respec- 
tivamente). Las del primer genero se dividen en seis especies y las 
del segundo en siete. 

Las hiperbolas parabolicas tienen tambien una unica asintota, 
la recta x=0, por lo tanto tambien se distinguen en ellas dos gene¬ 
ros (Figuras 37 y 38, curvas de ecuaciones xy 2 +2y=x 2 - 3x+2 y 
xy 2 =x' 2 -3x+2). Las del primero se dividen en siete especies y las 
del segundo en cuatro. 




Figura 38 

Los hiperbolismos de conicas dan lugar a tres generos, segun sea 
c > 0 (hiperbolismo de hiperbola), c < 0 (hiperbolismo de elipse) 
6 c=0 (hiperbolismo de parabola). Las curvas de ecuaciones 
xy 2 +5y = - x, xy 2 +y=x, y xy 2 +3y= 1, (Figuras 39, 40 y 41) son ejem- 


68 


pins de cada uno de ellos. El primer genero abarca cuatro especies, el 
.ngundo tres y el tercero dos. Y ya van sesenta y cinco especies. 




Figura 39 Figura 40 

Las del segundo caso tienen como unica asintota a la recta 
\ 0, y necesariamente d * 0 (de lo contrario se desdoblarfa en una 
> nnica y una recta). Solo hay una especie, la curva llamada tridente 
dr Descartes. La curva de la Figura 42 es el tridente de ecuacion 
\y=x 3 - 2x 2 -x+2. 



Figura 41 


Figura 42 
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Plucker y Poncclct. Dos modos do cntondor la geofnetria 


Las del tercer caso, a las que Newton llamo parabolas diver- 
gentes, abarcan cinco especies, segun se porten las rafces del po- 
linomio de la derecha: todas reales y distintas, dos complejas, una 
raiz doble mayor que la simple, una doble menor que la simple y 
una rafz triple (ver en las Figuras 43, 44, 45, 46 y 47 las curvas de 
ecuaciones y 2 =x 3 +3x 2 +2x, y 2 =x 3 - x 2 +x - 1, y 2 =x 3 +x 2 , y 2 =x 3 - x 2 
ey 2 =x 3 ). 




Figura 43 


Figura 44 




Figura 45 


Figura 46 
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Figura 47 


Figura 48 


La razon de habernos demorado en las especies de parabolas 
divergentes esta en que cualquier curva de tercer grado puede 
convertirse mediante proyecciones y secciones en una de ellas. Se 
vera esto mas adelante. 

En el cuarto caso no hay asintotas, y solo da lugar a una espe- 
eie, la numero setenta y dos. La Figura 48 representa la curva de 
ecuaciony=x 3 - 3x 2 +2x. 

La clasificacion de las cubicas recien esbozada, con ser extre- 
madamente ingeniosa, tiene algunas limitaciones. En primer lugar, 
no es exhaustiva, y habria de ser completada posteriormente. En 
segundo lugar, no explicita sus criterios de clasificacion, y habla de 
casos, generos y especies sin aclarar lo que exactamente quiere 
decir. Con todo, los estudios de Newton sobre cubicas, quiza os- 
curecidos por otros descubrimientos mas espectaculares, hubieran 
bastado para hacerle celebre. 

En la tabla siguiente esta sintetizada la catalogacion de cubicas 
que se acaba de exponer. Las cifras de la ultima columna indican 
el numero de especies. 
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Casos 

Closes 

Generos 

— 

xy 2 +ey= 

ax 3 +bx 2 +cx+d 

Hiperbola 

redundante 

(a>0) 

Ninguna hiperbola 
diametral degenerada 

.9 

Una hiperbola 
diametral degenerada 

12 

Tres hiperbolas diametrales 
degeneradas (y b ± 0) 

2 

Tres hiperbolas diametrales 
degeneradas (y b = 0) 

~9 

Hiperbola 
defectiua 
(a <0) 

Hiperbola diametral 
no degenerada 

6 

Hiperbola diametral 
degenerada 

7 

Hiperbola 
parabolica 
(a = Oyb ±0) 

La hiperbola diametral 
es no degenerada 

7 

La hiperbola diametral 
es degenerada 

4 

Hiperbolismo 
de conicas 
(a = b = 0) 

Hiberbolismo de 
hiperbola (c > 0) 

4 

Hiperbolismo de 
elipse (c < 0) 

3 

Hiperbolismo de 
parabola (c = 0) 

2 

xy=ax s +bx 2 -t -cx+d 


1 

y 2 =ax i +bx 2 +cx+d 


5 

y=ax , +6jr 2 +cx+c/ 


1 


Diainetro de una curva algebraica 

En las primeras paginas de la Enumeratio se demuestra una pro- 
piedad de las cubicas que, formulada adecuadamente, es cierta pa¬ 
ra curvas de grado cualquiera: si una curva algebraica es cortada 
por un haz de rectas paralelas, los centros de gravedad de los puntos 
de code de cada una de ellas con la curva estan sobre una misma 
recta. A esta recta la llamo Newton diametro de la curva, para man- 
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imer la nomenclatura de la teorfa de conicas. La demostracion es 
• *iii illa. Suponemos las rectas paralelas al eje de abscisas, y orde- 
i mi nos la ecuacion de la curva como si fuera un polinomio en x: 

! (x,y)=ax n + {by+c)x n ~ x +sumandos cuyo grado enxes <n- 1 


La ecuacion de cualquiera de las rectas es de la forma y=v. 
Scan /i,, u 2 , ..., u n las abscisas de los puntos donde corta a la curva, 
oluciones de la ecuacion F{x,v)= 0. Por la ya citada relacion de 
Viote, sucede lo siguiente: 

bv+c 

U] +u 2 + ••• +u n =-—— 


Ahora bien, las coordenadas ( u*,v *) del centro de gravedad de 
Ins n puntos son: 


U *_ U \+ U 2 + --'+ U n 


v*=v 



Figura 49 

En consecuenciau*= - (bv* +c)/na, y todos los centros de gra¬ 
vedad asi obtenidos pertenecen a la recta de ecuacion nax+by=c. 
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Plucker y Poncelet. Dos modos de entender la geometria 


En la Figura 49 se puede ver un diametro de la curva de ecuacion 
x 3 +x 2 y+y 3 +3x 2 - 3y 2 =0. Cada tres puntos negros en una misma rec¬ 
ta tienen su centro de gravedad en el punto rojo alineado con ellos. 
Si n =2 llegamos un teorema ya conocido: los puntos medios de las 
cuerdas paralelas de una conica estan alineados (ver Figura 17). 

En 1762, el matematico ingles Edward Waring (1734-1793) dio 
a conocer, en un trabajo titulado Proprietates algebricarum curva- 
rum, un resultado en la linea de los descubrimientos de Newton 
sobre diametros de curvas. Demostro que el centro de gravedad de 
los puntos en los cuales una recta corta a una curva es el mismo 
que el de los puntos en los que corta a sus asintotas. La Figura 50 
representa la curva de ecuacion xy 2 =x 3 + 3x 2 +x - 1, cuyas asintotas 
son las rectasx=0,y=x+3/2 ey= -x-3/2. La rectay=2 encuentra 
a la curva en los puntos de abscisa 1, -2+ V3, -2 - V3 (en negro en 
el dibujo), y a las asintotas en los de abscisa 0, 1/2 y -7/2 (en rojo). 
Ambos grupos de puntos tienen su centro de gravedad en ( - 1,2). 



Figura 50 
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Aproximacion de las ramas de una curva alrededor de un punto 
singular 

Uno de los elementos mas importantes que aparecen en las 
curvas de grado mayor que dos son los puntos multiples o singu¬ 
lars, en los cuales la curva tiene varias tangentes (a veces su- 
pcrpuestas) porque pasa por ellos mas de una vez. Consideremos 
im punto P de la curva, del cual supondremos, para mayor comodi- 
(lad, que es el origen de coordenadas. Esto no es ninguna limitacion: 
si p=(p,q) ± (0,0), el comportamiento de la curva F(x,y)=0 en P 
es identico a la de ecuacion F(x+p,y+gO=0 en el punto (0, 0). Sea 
pues una curva algebraica cualquiera que pase por el origen: 

F(x,y)=ax+by+cx 2 +dxy+ey 2 +sumandos de grado > 2 

Si a ± 0 6 b ± 0, entonces diremos que el punto P=(0,0) es un 
punto simple, y la ecuacion de la unica recta tangente es ax+by= 0. 
Para ver que significa esto, resolvemos el sistema formado por las 
ecuaciones de la recta y de la curva: 

F(x,y) = 0 
ax+by = 0 

Por el metodo de sustitucion obtenemos el polinomio siguiente: 

G(x)=F (x, - ^xj =x 2 |c - d ^ +<?^ j -\-sumandos de grado > 2 

Entonces G posee la solucion x=0 de multiplicidad mayor que 
uno. En terminos geometricos, diremos que el orden de contacto de 
la recta y la curva en P es al menos dos, y esto es lo que queremos 
expresar cuando decimos que la recta es tangente a la curva en el 
punto P. 

Si a=b= 0, pero el polinomio de segundo grado no es identi- 
eamente nulo, este es el producto de dos polinomios de primer 
grado que corresponden a dos rectas tangentes a la curva en el 
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origen. En efecto, si cx 2 +dxy+ey 2 = (mx+py)(nx+qy ), resolvemos 
los sistemas que vienen a continuation: 

F(x,y) = 0 ) F(x,y) = 0 

mx+py = 0 I nx+qy = 0 

El primero de ellos da iugar al polinomio: 

H (x) =F jx, - ™x) =gx 3 +sumandos de grado > 4 


En este caso el cero es una raiz triple del polinomio H, y el orden 
de contacto de la curva con la recta es tres, dos por ser tangente 
a ella mas uno por atravesarla (cuando es tangente a la otra recta, 
la de ecuacion nx+qy= 0). La resolution del segundo sistema nos 
lleva a un resultado complementary. 

Un punto puede ser doble de tres maneras diferentes, segun 
sea el signo del discriminante A =d 2 - 4ec del polinomio cuadratico 
de F. Cuando A > 0, las dos rectas tangentes son rectas reales y 
distintas. El punto doble se llama entonces punto doble ordinario o 
nodo (ver la curva de la Figura 45, cuyas tangentes en el origen son 
x+y=0 y x -y=0). Si A=0, las rectas tangentes estan superpuestas. 
El punto doble recibe en este caso el nombre de cuspide (Figura 47). 
Si A < 0, en el piano real no hay rectas tangentes y nuestro punto 
parece aislado (Figura 46). Pero si entramos en el piano complejo, 
las rectas tangentes son x+/y=0 y x - /y=0, y el origen es entonces 
el unico punto visible de la rama de la curva que lo contiene. 

S\a=b=c=d=e=0, pero existen sumandos grado tres, el punto 
singular es triple. Asi sucede con la curva llamada rosa de tres peta- 
los, de ecuacion (x 2 +y 2 ) 2 +y 3 -3x 2 y=0, cuyas tangentes en el origen 
son el eje de abscisas y las rectas y -x V3 =0 e y+x V3 =0 (Figura 51). 
En cambio, la curva de ecuacion (x 2 +y 2 ) 3 +x 3 y -xy 3 =0, conocida 
como rosa de cuatro petalos, carece de terminos de grado menor o 
igual que tres, (pero no de cuatro) y el origen es entonces un pun¬ 
to cuadruple (Figura 52). En los dos ultimos ejemplos, los puntos 
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multiples son ordinarios, porque todas sus tangentes son distintas. 

I In punto multiple ordinario de orden m ha de ser contabilizado 
como m(m — 1 )/2 puntos dobles. Esto es asi porque cada una de las 
m ramas corta a cada una de las m - 1 restantes. La division por dos 
s<‘ debe a que, razonando de este modo, cada rama fue contada 
dos veces. 





Figura 53 Figura 54 

Las curvas de las Figuras 53 y 54, de ecuaciones x 4 +y 4 +x 2 y=0 
yx 6 +y 6 _* 2 y 2 =0 son sendos ejemplos de puntos triple y cuadruple 
no ordinarios. 
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Si P es un punto cualquiera de la curva, la condicion necesaria y 
suficiente paraque sea singular consiste enqu eF (P)=F (P)=0. Es- 

x y v 

to es evidente cuandoP=(0,0), porque enioncesF x (P)=a y F y (P)=b. 
En caso contrario, trasladamos la curva llevando P al origen, y tam- 
bien resulta facil de comprobar. 

La dificultad de estudiar el comportamiento de una curva al- 
gebraica alrededor de un punto singular llevo a buscar funciones 
sencillas que se ajustaran a las distintas ramas de la curva que 
pasan por el. En su Methodus fluxionum propuso Newton un pro- 
cedimiento para fabricar estas funciones. Consiste en asociar cada 
monomio de la ecuacion de la curva con el punto {p,q) del 

piano, y unir con segmentos los puntos asi obtenidos formando un 
poligono convexo, hoy llamado poligono de Newton. A continua- 
cion nos fijamos en aquellos lados que dejan en un semipiano al 
origen de coordenadas y en el opuesto al poligono. La ecuacion 
formada por los dos monomios correspondientes a los vertices de 
uno de estos lados resulta ser la de una curva que se adapta muy 
razonablemente a una de las ramas de la curva inicial. En la Figura 
55 esta el poligono de Newton de la rosa de tres petalos. Los lados a 
tener en cuenta son BC y CD. El primero corresponde a la ecuacion 
y 3 - 3x 2 y=0, que proporciona las rectas tangentes (Figura 51). El 
segundo, ax 4 - 3x 2 y=0, que da lugar a la curva y=x 2 /3 (Figura 56). 
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Figura 55 


Figura 56 




Figura 57 Figura 58 

En la figura 57 esta el poligono de la rosa de cuatro petalos. El 
lado BC corresponde a la ecuacion x 3 y-xy 3 = 0, que se descompone 
en las rectas tangentes (Figura 52). Los lados AB y CD , ay 6 -xy 3 =0 
yx 6 +x 3 y=0 que proporcionan las curvas x=y 3 e y= -x 3 respectiva- 
mente (Figura 58). 

El fundamento del metodo que acabamos de explicar es el 
siguiente. Sean A = (p,q ) y B=(r,s ) dos vertices consecutivos del 
poligono (Figura 58 bis) e y=ax-\-b la ecuacion de la recta que los 
contiene (a=(s - q)/(r -p) y b=(rq - ps)/(r - p)). 



Figura 58 bis 
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Si deja todos los vertices a su derecha, para cualquiera de ellos 
C=(m,r?) sucede que n > am+b. Ademas, por la convexidad del 
poh'gono y por tener este al menos un vertice sobre cada eje (de lo 
contrario la curva serfa reducible), r > pyq > s. Planteamos ahora 
la ecuacion a pq x?y q +a rs x r y s = 0, y la convertimos en esta otra: 

y=cx (p-rV(s-q) =cx -\la =cx * 


Sustituimos y por cx k en a mn x m y n , y resulta lo siguiente: 


a mn x m (cx k ) n =a mn c n x m+kn 


Ahora bien: 


m+kn = 


am -n 
a 


n - am f f rq - ps rq - rs 

-> kb =——— > —- -r 

-a q - s q - s 


Entonces, el orden de contacto en el origen entre la curva dada 
y la de ecuacion y=cx k es mayor que la mas grande de las abscisas 
de los extremos del segmento. 


Los trabajos de Stirling 

En su obra Linece tertii ordinis neutoniance , publicada en 1717, 
completaba el ingles James Stirling (1692-1770) la clasificacion de 
Newton anadiendo cuatro especies de cubicas a las setenta y dos 
que este catalogara. Ademas, demostraba en ella que una curva 
de grado n no puede cortar a una asintota mas de n - 2 veces 
(lo cual es un caso particular del teorema Bezout, que serfa probado 
posteriormente), y tambien que queda determinada en general por 
n(n -f 3)/2 puntos. De este modo, cinco de sus puntos identifican a 
una conica, nueve a una cubica y catorce a una cuartica. 
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Puntos de inflexion 


Un punto no singular de una curva es una inflexion si el orden de 
contacto con su tangente es mayor que dos. Si es exactamente tres, 
la inflexion se llama ordinaria. La palabra inflexion no quiere decir 
en geometria algebraica lo mismo que en los textos elementales. 
En estos, la curva tiene una inflexion allf donde atraviesa su propia 
langente. Con este significado, el origen es una inflexion de la curva 
y=x 3 (Figura 59), y no lo es de la de ecuacion y=x 4 (Figura 60). En 
nuestro contexto, ambos casos son inflexiones, la primera ordinaria 
y la segunda no ordinaria. 



Figura 59 Figura 60 

Los lugares donde la curva F(x,y)=0 se encuentra con esta otra: 
H'Xx,y)=FjF y y + F yy (F^ - 2F x //=0 


son precisamente los puntos singulares y los de inflexion. En efecto, 
supongamos que P=(0,0) esta en la curva y no es punto singular. 
Entonces F tiene la forma: 

F(x,y)=ax+by+cx 2 +dxy+ey 2 +sumandos de grado > 2 
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(con a ± 0 6 b ^ 0). Si P es una inflexion, el cero es una raiz triple 
del polinomio: 

G{x) = f{x,- -xj =x 2 [c-d-+ e~j + sumandos degrado > 2 

Y para que esto sea asi, ha de anularse el ultimo parentesis, de 
modo que cb 2 + ea 2 — dab = 0. Teniendo presente que: 

F x W = a F y {P) = b F XX {P) = 2c F yy (P) = 2e F^P) = d 

ya esta demostrado el teorema. Si P ± (0,0) tambien lo esta, sin mas 
que colocarnos en la situacion anterior mediante una traslacion. 

En 1720 Gua de Malves (1712-1785) demostro, en una obra titu- 
lada Usages de Vanalyse de Descartes pour decouvrir sans le secours 
du calcul differential les proprietes des lignes geometriques, que una 
recta que pase por dos puntos de inflexion de una cubica, pasa tam¬ 
bien por un tercero. Veamos (por ejemplo) la curva no singular de 
la Figura 61, cuya ecuacion es 2x* + y 3 - 3x 2 + 3* - 1 = 0. La que 
proporciona sus puntos de inflexion es 

y(4* 4 - 8x 3 + 8x 2 - 4x + 1) +y 4 (2x - 1) = 0. 



Figura 61 
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Suponiendo y ^ 0, dividimos entre y, sustituimos y 3 por 
-2 x 3 +3x 2 - 3x+l (la ecuacion de la curva nos autoriza a ello), y 
tenemos que x 2 - x=0. De aquf salen ya dos puntos de inflexion, 
p=(0,l) y Q=(l, -1). Siy=0, la ecuacion de la curva se convierte en 
2X 3 - 3x 2 +3x - 1 =0, cuya unica solucion real proporciona el punto 
de inflexion/?=(l/2,0). Los tres estan sobre la recta 2x+y=l. 

Jean Paul de Gua de Malves fue un abate, natural de Carcas¬ 
sonne, que llego a ser profesor del Colegio de Francia. En 1745 
se le encomendo la direccion de la Enciclopedia, pero a partir de 
1747, por razones poco conocidas, el editor le rescindio el contrato 
y Diderot paso a reemplazarle. 


Las aportaciones de Maclaurin y la paradoja de Cramer 

Colin Maclaurin (1698-1746) publico en 1720 un trabajo sobre 
curvas algebraicas titulado Geometrica organica, en el cual extiende 
los resultados de Newton y de Stirling sobre cubicas a curvas de 
grado superior. Entre los teoremas que contiene esta el conocido 
usualmente como teorema de Bezout: dos curvas de grados m 
y n se cortan, en general, en mn puntos. En relacion con esto, 
Maclaurin llamo la atencion sobre la siguiente paradoja (llamada 
habitualmente paradoja de Cramer , en honor a su redescubridor): 
si dos cubicas se cortan en nueve puntos, por dichos nueve puntos 
no pasa una unica cubica (como habfa senalado Stirling). 

Otro resultado importante que contiene la Geometrica es que 
el niimero de puntos dobles de una curva irreducible de grado n 
no supera a (n - l)(n - 2)/2. Esto es inmediato de ver. Si tuviera 
(/? - l)(n - 2)/2+/? puntos dobles, por ellos y por otros n - k - 2 
puntos de la curva pasaria otra curva de grado n - 2. Efectivamente: 

(n-lK n -2) +ft+(n _ ft _ 2)= ( n -2)(n + | ) 
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El numero de puntos comunes de ambas curvas (teniendo pre¬ 
sente que cada punto doble debe ser contado dos veces) es el 
siguiente: 


2 


(fi - l)(n-2) 
2 


+k 


+ (n - k - 2 )=n(n - 2)+k > n{n - 2) 


y esto es imposible. Tambien introdujo Maclaurin la nocion de 
deficiencia (precedente de lo que mas tarde se llamarfa genero) de 
una curva algebraica como el maximo numero posible de puntos 
singulares menos el que en realidad tiene. De este modo, la defi¬ 
ciencia de una conica siempre es cero, la de una cubica puede ser 
cero o uno, la de una cuartica tres, dos uno o cero. 


De como una cubica cualquiera se transforma en una parabola 
divergente 

Hacia el final de la Enumeratio se afirma que cualquier cubica 
es la proyeccion de una de las cinco parabolas divergentes, pero 
esto no fue justificado hasta 1733 por Alexis Clairaut (1713-1765) y 
Francois Nicole (1683-1758) quienes, con diferencia de muy pocos 
dfas, presentaron sendas demostraciones a la Academie Royale des 
Sciences de Paris. Mas tarde se encontro otra entre los papeles de 
Newton. Aqui se demostrara utilizando coordenadas homogeneas. 
Ya sabemos que no fueron descubiertas hasta muy entrado el siglo 
XIX, pero la simplification que ello supone justifica el anacronismo. 

Veremos mas adelante que cualquier cubica posee algun punto 
de inflexion. Si aceptamos de momento este resultado, siempre la 
podemos colocar de tal modo que este sea el origen y la recta 
tangente en el sea el eje de abscisas. Entonces su ecuacion carece 
de termino independiente y de los sumandos en X y en X 2 : 


Y+AXY+BY 2 +CX 3 +DX 2 Y+EXY 2 +FY 3 =0 


84 


En coordenadas homogeneas: 


yz 2 +Axyz+By 2 z + Cx 3 +Dx 2 y+Exy 2 +Fy 3 =0 

Intercambiamos y con z y volvemos a las coordenadas carte- 
sianas ordinarias: 

Y 2 +AXY+BY+CX 3 +DX 2 +EX+F=0 

Sumando y restando algunas cosas, la ultima ecuacion se trans¬ 
forma en esta otra: 

Una transformacion afi'n que ponga Y - (A/2)X - B /2 en lugar 
de la Y, y deje intacta la X, convierte a la ecuacion anterior en la 
parabola divergente: 


Y 2 =aX 3 +bX 2 +cX+d 

(en (a cual a= - C, b=A 2 /4 -D, c—ABj2 -E y d=B 2 /4 - F ). 


Las asi'ntotas de una curva algebraica 

El Traite des courbes algebriques publicado en 1756 por Mathieu 
Goudin (1734-1817) y Achiile Pierre Dionis du Sejour (1734-1794) 
aporta como novedad que una curva C de orden n no puede tener 
mas de n asi'ntotas (por ser este el numero maximo de codes que 
puede tener con la recta del infinito) ni mas de n (n-1) tangentes que 
pasen por un punto P= (o,£>) (ni por lo tanto en la misma direccion). 
Esto es asi porque, si la ecuacion de la curva esF(x,y)=0, los puntos 
de tangencia son los de interseccion de C con la de grado n - 1 que 
viene a continuacion: 
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(x ~ a)F x (x,y)+(y - b)F y {x,y ) - nF(x,y)=0 

Esta curva se llama polar de C respecto del punto P. Veamos 
porque las cosas son asi. La ecuacion de la recta tangente en un 
punto Q=(u,u) de la curva es (x - u)F x (Q) + (y - v)F y (Q)=0. Si esta 
recta pasa porP, entonces {a-u)F x (Q) + (b-u)F y {Q) =0. A esta ecua¬ 
cion le sumamos nF(Q)=0, y ya tenemos que Q={u,v) esta sobre 
la curva polar. 



Figura 62 


La Figura 62 representa la cubica x 3 +xy 2 - 3x 2 +2x+y=0 (en 
negro) y su curva polar respecto del punto P=(4,0), la conica de 
ecuacion 9x 2 +4y 2 - 20x+2y+8=0 (en rojo). En cambio, la polar en 
relacion al mismo punto de la cuartica x 4 +y 4 +y 2 - 9x 2 - 1 =0 es la 
cubica de ecuacion 8X 3 - 9x 2 +y 2 - 36x - 2=0 (Figura 63). En ambos 
casos se puede ver como los puntos donde se cortan la curva y su 
polar son los de contacto con las tangentes que pasan por P. Si la 
curva es una conica, su polar es una recta que ya en su momento 
Ilamamos recta polar de la conica (Figura 15). 
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Plucker, Poncelet y las 
curvas algebraicas 


El tema de las curvas algebraicas quedo un tanto estancado 
entre 1756 y 1825, ano en que se retomo aplicando eficazmente los 
metodos proyectivos. Se ha de tener presente en adelante que si la 
ecuacion de una curvaencoordenadas homogeneas es/'X^z) = 0, 
para todo punto singular P - (a,fr,c) ha de suceder lo siguiente: 


F x (aM = F y (a,b,c ) - F z (aJ>,c) = 0 


Que esta definicion es coherente con la anterior es una con- 
secuencia elemental del teorema de Euler para funciones homo- 
geneas. Una funcion F de varias variables (tres, para lo que ahora 
interesa) es homogenea de grado n si para todo numero t y todo 
punto P = 0t,y,z) ocurre que F{tx,ty,tz) - t n F{x,y r z). Cuando F es 
una funcion polinomica, esta condicion equivale a la de tener identi- 
co grado todos los monomios que la componen. Y al transformar la 
ecuacion de una curva algebraica plana de coordenadas ordinarias 
a homogeneas, la nueva ecuacion es un polinomio homogeneo del 
mismo grado pero con tres variables. El teorema de Euler afirma 
que las funciones homogeneas de grado n cumplen lo siguiente: 
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xF x (x,y,z) +yF y (x,y,z) +zF r (x,y,z)=nF(x,y,z) 

A la vista de esta formula, es claro que si F x (P)=F y (P)= 0 para 
un punto P de la curva, tambien sucede que F Z (P) = 0. 

De nuevo la paradoja de Cramer 

En su Sistema de geometria ana- 
h'tica, publicado en 1834, abordo Plu¬ 
cker el problema de los puntos de 
interseccion de dos curvas. Repre- 
sento todas las curvas que pasan por 
los puntos de corte de dos curvas de 
identico grado C* y C** de la forma 
siguiente (ya propuesta por Gabriel 
Lame (1795-1870) en el ano 1818, pe- 
ro a la que Plucker extrajo el mayor 
rendimiento): 

C=C* AC** 

Dunn Lemam a ) . 

en donde la variable A toma todos los valores posibles. Mediante 
este esquema aclaro la paradoja de Cramer. Ya vimos que una 
curva de grado n queda determinada porn(n+3)/2 puntos. Por otra 
parte, dos curvas de grado n se cortan en n 2 puntos. Pero, del tres en 
adelante, n 2 supera a n(n +3)/2, de modo que porn(n+3)/2 de los 
n 2 puntos en los que se cortan dos curvas de grado n, pasa mas de 
una curva con dicho grado. Para explicar esta paradoja, pensemos 
en fn(/7+3)/2] — 1 puntos y busquemos dos curvas C* yC** de grado 
n que los contengan. Si completamos la coleccion con un punto 
mas, podemos encontrar un valor de A que proporcione una curva 
C de grado n que pase por todos ellos. Las curvas C, C* y C” tienen 
en comun, no solo el conjunto original, sino los n 2 que comparten 



Busto de Plucker en su 
tumba en el cementerio de 
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( " y C**. Esto quiere decir que para todo conjunto de fr/(/7-t-3)/2] - 1 
puntos existe otro (dependiente del primero) cuya cardinalidad es: 


n 


2 


n(n +3) 
2 


{r\ - l)(n - 2) 
2 


y tales que cualquier curva de grado n que pase por los primeros 
pasa tambien por los dependientes. De este modo, cualquier cubica 
que pase por ocho puntos de corte de otras dos, pasa tambien por 
(‘I noveno. 

Este resultado proporciona una hermosa demostracion del teo- 
rema de Pascal segun el cual los pares de lados opuestos de un 
hexagono inscrito en una conica se cortan en tres puntos alineados 
(Eiguras 18 y 19). Llamemos C a la conica y r v r 2 , r 3 , r 4 , r 5 y r 6 a las 
rectas que forman el hexagono. SeanP=r, nr 4 ,Q=r 2 nr 5 y/?=r 3 nr 6 
los puntos de encuentro de los pares de lados opuestos, y r la recta 
que pasa por P y Q. Fabricamos entonces las siguientes cubicas: 
C, =C ur, C 2 =r, ur 3 ur 5 y C 3 =r 2 ur 4 u r 6 . Los puntos comunes a C 2 
y C 3 son los vertices del hexagono, junto con P,QyR. En principio, 
todos ellos salvo R estan en C,. Pero por lo que acabamos de ver, R 
(el noveno punto) tambien ha de pertenecer a C r Pero es evidente 
que R t C, de modo que R e r, y P, Q y R estan, en consecuencia, 
sobre una misma recta. 

Para curvas de grados distintos, llego Plucker al siguiente resul¬ 
tado (obtenido casi al mismo tiempo por Carl Gustav Jacobi (1804- 
1851)): si C es una curva de grado /?, y fijamos mn-{n- l)(r? - 2)/2 
de sus puntos (con m > n), quedan determinados sobre ella otros 
_ i )(/7 _ 2)/2 puntos tales que toda otra curva C*de grado m que 
contenga los primeros, contiene tambien los segundos. 
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Un teorema de Poncelet sobre cubicas 

El siguiente bellfsimo resultado, del cual 
el teorema de Pascal es un caso particular, 
fue descubierto por Poncelet, y dado a co- 
nocer el ano 1832 en el Journal de Crelle. 
Si un hexagono esta inscrito en una cubi- 
ca, y dos de sus tres puntos de intersec- 
cion de lados opuestos pertenecen a ella, 
tambien pertenece el tercero. Solo hay que 
repetir el argumento ernpleado mas arriba, 
sin mas que sustituir la cubica C, = Cur por 
la que nos ocupa. En la Figura 64 se pue- 
de ver esta situacion. La ecuacion de la cubica es 6x + 36y - 5x 2 - 
-30.xy -21 y 2 +X 3 + 3x 2 y + 7xy 2 + 3y 3 = 0, los vertices del hexagono 
(en rojo) son los punios A = (1,1), B = (2,0), C = (3,0), D = (3,3), 
E = (0,4) y F = (0,3), y las intersecciones de los lados opuestos (en 
negro), los puntos P = (0,0), Q = (3, - 3) y R = ( - 3,5). 




Poncelet con 
uniforme militar. 


. 


La curva dual 


Se llama curva dual de una curva C a aquella cuyos puntos, 
interpretados como coordenadas de rectas, suministran la ecuacion 
de la familia de rectas tangentes a C (llamada ecuacion tangencial 
de la curva). El grado de la curva dual se llama la clase de C, y 
coincide con el numero de tangentes que se pueden trazar a ella 
desde un punto generico. Esto es asi porque a rectas concurrentes 
le corresponden por dualidad puntos alineados, y el grado de una 
curva coincide con el maximo de puntos colineales que pueden 
contener. Por los resultados obtenidos por Goudin y Du Sejour en 
1756, sabemos que si el grado de C es r?, su clase no puede superar 
ar?(/7 - 1). 

Se ilustrara esto con varios ejemplos. Comenzaremos por la 
cubica de ecuacion x 3 -y 2 z + 2yz 2 -z 3 = 0, (Figura 65, en negro). Si 
( u,v,u)) son las coordenadas de la recta tangente a un punto (x,y,z) 
de la curva, ha de suceder lo siguiente: 

u = 3x 2 v = 2z(z - y) w - -y 2 + 4yz - 3z 2 

De la primera igualdad y la ecuacion de la curva tenemos 
que u 3 = 27z 2 (y - z) 4 . Sumando las dos ultimas se deduce que 
v + w = -(z - y) 2 , con lo cual v 2 {v + w) = -4z 2 (z - y) 4 . En conse- 
cuencia la ecuacion tangencial es: 

4 u s + 21v\v + w) = 0 

Reinterpretamos las coordenadas de rectas como coordenadas 
de puntos, y llegamos a la curva dual: 

4X 3 + 27y 3 + 27y 2 z = 0 

Es de grado tres, entonces esta es la clase de la cubica. El punto 
(0,1,1) es una cuspide de la curva, y la tangente en ella (la recta de 
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ecuacion y-z=0) se convierte en el punto (0, - 1,1), que resulta ser 
una inflexion de la curva dual (en rojo en la misma Figura 65). Esto 
no es casualidad, una cuspide de una curva siempre da lugar a una 
inflexion en su dual. Tambien podemos observar algo sobre lo que 
se volvera despues: la presencia de una cuspide rebaja la clase de 
la curva en tres unidades. 

Buscaremos ahora la dual de la curva (x-z) 3 +z(x-z) 2 -y 2 z=0, 
que es la de la Figura 45 trasladada una unidad a su derecha (Figura 
66, en negro). Se trata ahora de eliminar x, y y z de entre la ecuacion 
de la curva y las que vienen a continuacion: 

u=3(x - z) 2 +2z(x - z) v——2 yz w= - 2(x -z) 2 - 2z(x -z) -y 2 

Sumando la primera con la tercera y, teniendo presente la ecua¬ 
cion de la curva, resulta que u+w= - (x -z) 3 /z. De esta igualdad 
se deducen estas otras dos: ul{u+w)= - 3z/(x - z) - 2 z 2 /(x - z) 2 
y {y / (u+w)) 2 =4z 3 / (x - z) 3 +4z 4 /(x - z) 4 . Por facilitar los calculos, 
llamaremos u * a u/(u+w ), u* a v/iu+w), y t a z/(x -z), y llegamos 
a dos ecuaciones en t: 

2t 2 +3t+u*=0 4t 4 +4t 3 - (u*¥= 0 

De la primera de ellas despejamos la incognita y resulta lo si- 
guiente: 

-3+ V9 -8tr 2 _9-4u* -3 V9-8u* 

4 1 8 

2 3 - 4 u* - V9 - 8 «* 

8 

Estas expresiones permiten deshacernos de la t\ 

2 =4 ,2 (ji +f j_ 27 - 36u*+8(u*) 2 - (9 - 8 iT) V9 - 8u* 
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A continuacion eliminamos el denominador, aislamos la raiz 
cuadrada y elevamos ambos miembros al cuadrado. Despues agru- 
pamos los terminos semejantes y nos encontramos con lo siguiente: 

4((t>*) 2 - (n*) 2 ) - 40i*) 3 +36u*0;*) 2 - 27(^*) 2 =0 

Sustituimos u* y v* por lo que realmente son, y ya tenemos la 
ecuacion tangencial: 

4{v 2 - u 2 ) 2 - 4 u 3 {u+w)+3§uv 2 {u+w) - 27v 2 (u+w) 2 =0 

De ella obtenemos la de la curva dual (Figura 66, en rojo), la 
cual, despues de las simplificaciones pertinentes, puede ser escrita 
de este modo: 


4y 4 +x 2 y 2 - 4x 3 z - 18xy 2 z - 27y 2 z 2 =0 



Figura 65 Figura 66 

La cubica que estamos considerando es pues de clase cuatro. 
Vemos como la existencia de un nodo rebaja la clase de una curva 
en dos unidades y que este hace aparecer una bitangente en su 
dual (esto es, una tangente en dos lugares distintos). Esto ultimo es 
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bastante esperable: dos tangentes en un punto se convierten por 
dualidad en una tangente para dos puntos, cuyas coordenadas se 
corresponden con las de las rectas tangentes en el punto doble. 

La ecuacion de la dual de la curva x 3 +y 3 -z 3 =0, conocida como 
cubica de Fermat (Figura 67) es la siguiente: 

x 6 +y 6 - 2x 3 y 3 +2x 3 z 3 +2y 3 z 3 +z 3 =0 



Figura 67 


Los calculos para obtenerla son muy sencillos y quedan a cargo 
del lector, que si ha llegado hasta estas alturas del libro ha demos- 
trado tener paciencia de sobra para hacerlos por si mismo. Tambien 
puede comprobar, con los ejemplos que hemos visto, que cualquier 
curva es la dual de su dual. Pero si interesa hacer notar el fenomeno 
contrario a la conversion de cuspides en inflexiones que observa- 
mos en el primer ejemplo. Las inflexiones ordinarias de la curva 
en los puntos (1,0,1) y (0,1,1) dan lugar a las cuspides que tiene la 
curva dual en ( - 1,0,1) y (0, - 1,1). De hecho, en los dos primeros 
ejemplos la curva dual tiene una cuspide en el origen procedente 
de una inflexion de la cubica en el infinito. Tambien conviene adver- 
tir que la ausencia de singularidades en una curva hace que su clase 
sea la mayor posible. 
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La primera formula de Pliicker 

Termino el apartado anterior aludiendo a la variacion de la clase 
de una curva por la presencia de puntos singulares. En este inten- 
taremos verlo mas claramente. La Figura 68 representa la curva 
x 3 — y 2 =0, y un punto exterior desde el cual se pueden trazar tres 
tangentes a ella. No existen otras, ni desde el punto senalado en el 
dibujo ni desde ningun otro. Por esta razon es de clase tres, aunque 
la de una cubica puede llegar hasta seis. En la Figura 69 vemos la 
curva x 3 +x 2 -y 2 =0, un punto exterior y cuatro tangentes que pasan 
por el. Las posibilidades son mayores, pero sigue sin alcanzar el 
seis. Una cuspide, lo sabfamos, limita mas las posibilidades que un 
nodo. Es cierto que en ambos dibujos la posicion del punto es privi- 
legiada, porque las tangentes a la curva tiradas desde el son todas 
reales, lo cual no sucede siempre, pero esto no resta credibilidad a 
todo lo que se acaba de decir. 




Figura 68 Figura 69 

Ahora observemos la curva de la Figura 70. La ecuacion de la 
curva en ella representada es x 3 +x 2 —y 2 +0,05=0, la misma que 
la de la Figura 69, mas un numero muy pequeno. Pero esta ligerisima 
perturbacion basta para deshacer el nodo, el numero de tangentes 
que se pueden trazar desde un punto del piano que la contiene es 
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seis, y la clase alcanza su valor maximo. Desaparecidas todas las 
singularidades, no hay razon para que no sea asf. 



Entonces, si n es el grado de una curva, m la clase, r es el 
numero de cuspides, d el de nodos, y no existen de otras singulari¬ 
dades, entonces n{n - 1) (el valor que, como mucho, puede tener 
la clase) menos 3 r y menos 2d ha de ser la clase que realmente 
tiene la curva (y no la que podria llegar a alcanzar, por razon de su 
grado). De este modo, tenemos la primera de las llamadas formulas 
de Plucker: 


m+2d+3r=n(n - 1) 

Esta formula, junto con otras tres que en seguida se veran, fue 
descubierta por Plucker y dada a conocer en su Teona de las curoas 
algebraicas , publicada en 1839. Pronto conoceremos la segunda. 


EL hessiano de una curva 

A cada funcion homogenea F(x,y,z) =0 de grado n vamos a 
asociarle otra de grado 3{n - 2), tambien homogenea, mediante un 
determinante llamado hessiano de F: 
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H{x,y,z) = 



yy 


zy 



Consideremos ahora las curvas algebraicas F = 0 y H = 0. 
Sucede que los puntos donde ambas se cortan son, o bien los puntos 
singulares, o bien los puntos de inflexion de la primera. Para ver por 
que esto es asi, veremos como en el piano afin, sobre cualquier 
punto de F, esta condicion se transforma en la que dimos unas 
paginas atras. Para empezar, supondremos z ± 0 y reescribiremos 
el determinante de esta manera: 


H{x,y,z) = - 
z 


yx 

zF„ 


yy 


zF 


zy 


yz 

zF„ 


El determinante de una matriz no se altera si sumamos a una 
fila un multiplo de otra. Entonces podemos sumar a la tercera fila la 
primera multiplicada por x, mas la segunda multiplicada por y. Por 
el teorema de Euler aplicado a las funciones homogeneas F x , F y y 
/\ (cuyo grado es n - 1), resulta lo que viene a continuacion: 

F F F 

XX xy xz 

F F F 

yx 1 yy yz 

(n - Y)F X (n - 1 )F y {n-\)F z 

Repetimos el razonamiento con las columnas: 

F* F *y 

Fy X F yy ^ - \)F y 

F x F y (n - 1 )riF 

Entonces, si ( x,y,z ) es un punto sobre el cual se anula F, tenemos 
lo siguiente: 


H(x,y,z) = 


H{x,y,z) = t 
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H{X,Y,\) = {n-\YH*(Xy) 


Esta igualdad evidencia lo que se pretendia demostrar. Por dos 
razones, trabajar con H es mas ventajoso que hacerlo con H . La 
primera, que H , abarca todo el piano proyectivo. La segunda, que 
el grado de H es 3(/? - 2), mas pequeno que el de H\ que puede 
llegar a valer dos unidades mas. 


La segunda formula de Plucker 

Vamos a estudiar el orden de contacto entre una curva y su hes- 
siana, segun sea la naturaleza del punto de code. Pensemos, por 
ejemplo, en la cubica cuspidal x 3 -y 2 z=0. Para ella,//(x,y,z)=24xy 2 , 
que se desdobla en las recta x=0 (contada una vez) e y=0 (con- 
tada dos veces). El orden de contacto entre la primera recta y la 
curva en la cuspide es dos, el de la segunda tres, que computa- 
do dos veces da seis, y en total hacen ocho. Para la cubica nodal 
x s +x 2 z -y 2 z= 0, H(x,y,z)=24xy 2 +8y 2 z - Sx 2 z , que tiene como tan- 
gentes en el punto (0,0,1) a las rectas x - y= 0, x+y=0. El orden 
de contacto de cualquiera de ellas con la curva es tres, luego el de 
H con F en el nodo es seis. Para la curva x 3 -yz 2 =0, que posee una 
inflexion en el origen, //(x,y,z)= - 24xz 2 , que se descompone en 
una recta que no pasa por la inflexion y otra que si pasa pero que 
no es alii tangente. El orden de contacto es uno. 

Por el teorema de Bezout, F y H se cortan en 3 n(n - 2) puntos, 
pero cada cuspide ha de ser contada ocho veces y cada nodo seis. 
Llamamos / al numero de inflexiones (cada una de ellas cuenta solo 
una vez) y tenemos la segunda formula de Plucker: 

i+6d+8r=3n(n - 2) 

De este resultado se deduce un teorema que ya ha sido utilizado 
anteriormente: toda cubica tiene por lo menos una inflexion. 
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Tercera y cuarta formulas de Plucker 

Aplicando las dos primeras formulas de Plucker a la curva dual 
(y recordando como se comportan cuspides y nodos), tenemos la 
tercera y la cuarta (t es el numero de bitangentes): 

n+2t+3i = m {jn — 1) 
r+6t+8i = 3m(/77-2) 

Las cuatro formulas permiten catalogar las curvas irreducibles 
de un cierto grado segun todas las posibles singularidades. Este 
procedimiento de clasificacion se llama de enumeration de cons- 
tantes. Para las cubicas podemos fabricar la siguiente tabla: 


d 

r 

t 

i 

m 

g 

0 

0 

0 

9 

6 

1 

1 

0 

0 

3 

4 

0 

0 

1 

0 

1 

3 

0 


La ultima columna corresponde al genero, dei que ya se 
hablo en el capftulo anterior. Para las cuarticas la tabla es conside- 
rablemente mas larga: 


d 

r 

t 

/ 

m 

g 

3 

0 

4 

6 

6 

0 

2 

1 

2 

4 

5 

0 

1 

2 

1 

2 

4 

0 

0 

3 

1 

0 

3 

0 

2 

0 

8 

12 

8 

1 

1 

1 

4 

10 

7 

1 

0 

2 

1 

8 

6 

1 

1 

0 

16 

18 

10 

2 

0 

1 

10 

16 

9 

2 

0 

0 

28 

24 

12 

3 


101 


Plucker, Poncelet y las curvas algebraicas 




























PI tic ke r y Poncelet. Dos modos de entender la geometria 


Para una curva de grado n sin singularidades siempre sabemos 
que: 


m=n(n - 1) i=3n(n - 2) 


t=-n(n-2)(n 2 -9) 


Formula de Klein 

Una formula semejante a las de Plucker, pero en la que solo 
estan presentes los elementos reales de la curva, fue demostrada 
por Klein: 


n+i+2t=m+r+2d 

Las letras /, t, r y d significan respectivamente el numero de 
inflexiones, bitangentes, retrocesos y puntos aislados reales. Su ve- 
racidad puede comprobarse en los ejemplos ya vistos y en los que 
todavfa estan por ver. 


Representation parametrica de una curva algebraica 

Diremos que una curva algebraica P(x,y)=0 admite una re¬ 
presentacion parametrica racional si existen funciones racionales 
y ^ tales que los puntos x=0(Y) e y=T(7) estan en la curva 
para cualquier valor de t. Tales curvas se llaman unicursales , y 
son (se vera despues) aquellas de genero cero. La circunferencia 
x 2 +y 2 _ ] -o ? por ejemplo, es unicursal, porque posee las ecuacio- 
nes parametricas x=(t 2 - 1)/(P + 1), y=2//(P + l). Las representa- 
ciones parametricas, a veces, dejan al descubierto algunos puntos 
de la curva (en el caso que acabamos de ver, no hay valor de t que 
proporcione el punto (1,0), que sf esta en la circunferencia), pero 
mientras sean unos pocos, no es cosa de gran importancia. 

La posibilidad de resolver elementalmente algunas integrales 
esta relacionada con la de encontrar ecuaciones parametricas ra- 
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cionales de ciertas curvas. Pensemos, por ejemplo, en la siguiente 
integral (P es un polinomio cualquiera): 


J" y/P(x)dx 


Si la curva y 2 =P(x) es unicursal, sabemos de la existencia de 
dos funciones racionales <D y ¥, para las cuales [*F(f)] 2 =P[0(/)]. 
En consecuencia, el cambio de variable x=0(/) convierte a la raiz 
cuadrada en T(0, y la integral se transforma en esta otra: 

f ¥(f) O '{t)dt 


Su integrando es una funcion racional, integrable elemental¬ 
mente. Una conica no degenerada carece de singularidades, en- 
tonces su genero es cero y es unicursal. Por esta razon siempre se 
pueden resolver las integrales del tipo: 


J ylax 2 +bx+cdx 

Pero si el integrando es de grado tres o mas, puede ser que sf o 
puede ser que no. La cubica de ecuacion y 2 =x 3 +3x 2 +2x (Figura 
43) carece de singularidades, pero una cubica puede tener como 
mucho un punto doble. Luego su genero es uno, no admite repre¬ 
sentacion parametrica racional, y no es resoluble elementalmente 
la integral: 



-\-3x 2 + 2xdx 


La curva y 2 =x 3 +x 2 (Figura 45) tiene un tiene un punto doble, 
y esto es todo lo que puede permitirse una cubica irreducible. Su 
genero es cero, y sus ecuaciones parametricas x=t 2 - 1 ey=t(t 2 - 1) 
permiten transformar la integral: 


103 


Plucker, Poncelet y las curvas algebraicas 





Plucker y Poncelet. Dos modos do entender la geometria 


J Vx 3 + x 2 dx 

en otra de integrando racional. 

La relacion entre el caracter unicursal de una curva y la anula- 
cion de su genero se considerara en un caso particular. Imaginemos 
una curva F(x,y ) = 0 de grado n con un punto multiple ordinario en 
el origen de ordenn- 1. Esto equivale, ya lo vimos, a (/?- l)(r?-2)/2 
puntos dobles, luego el genero de F es cero. Vamos a dotarla de 
una representacion parametrica. Descomponemos la ecuacion en 
la suma F(x,y ) = G(x,y) + J{x,y), donde G es la suma de los mono- 
mios de grado n - 1 y J la de los de grado n. En un punto (x,y) de 
la curva sustituimos y por tx (lo que equivale a cortarla con la recta 
y = tx, que pasa por el punto singular) y resulta: 

Fix,tx) = G(x,tx) +J(x,tx)=x n X [G(1,0 +x/(l,0] = 0 

Dando por descontado x * 0, tenemos las ecuaciones pa- 
rametricas siguientes: 


x = 4>(0 = - 


C(U) 

J0,t) 


y 


= no = -t 


c(i,0 

JiU) 


La idea geometrica subyacente a este procedimiento esta en 
que cada una de las rectas del hazy = tx corta a la curva en n puntos, 
pero como todas ellas pasan por el punto singular (que cuenta n — 1 
veces), solo uno queda libre, y este recorre la curva cuando las 
rectas giran alrededor del origen. Al desechar el punto multiple, la 
abscisa del punto restante es solucion de una ecuacion de primer 
grado, y se puede despejar en funcion del parametro t. Esto se ve 
en la Figura 71, donde esta representada la curva x 3 +x 2 -y 2 = 0, 
cuyas ecuaciones parametricas ya hemos visto cuales son. 
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Figura 72 


Este resultado demuestra que todas las cubicas con un punto 
doble tienen genero cero, asi como las cuarticas con un punto tri¬ 
ple, pero ni remotamente cubre todas las posibilidades. Vamos a 
ver esto con la cuartica de ecuacion (x 2 +y 2 ) 2 - 16xy=0, que carece 
de punto triple pero admite ecuaciones parametricas. Unos calcu- 
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los rutinarios demuestran que tiene un punto doble en el origen 
de coordenadas (con los ejes como tangentes) y otro en cada uno de 
los puntos cfclicos. Pensemos ahora en todas las conicas que pa- 
san por estos tres puntos y su tangente en el primero de ellos es el 
eje de abscisas. En principio, cualquiera de ellas corta a la cuartica 
en ocho lugares. Ahora bien, cada dos se superponen en un punto 
doble, salvo en el origen, donde se acumulan tres (por compar- 
tir tangente conica y cuartica), luego solo queda suelto uno y, lo 
mismo que en el caso anterior, este uno permitira parametrizar la 
curva. Una conica que pasa por los puntos cfclicos, se demostro en 
su momento, es una circunferencia. Si ademas es tangente al eje 
de las x en (0,0), su ecuacion es de la forma t(x 2 +y 2 ) -y=0. El 
conjunto de conicas resulto ser un haz de circunferencias (Figura 
72). Eliminamos x 2 +y 2 entre la ecuacion del haz y la de la cuartica, 
y obtenemos y=16x/ 2 . Sustituimos y en la primera de ellas y lle- 
gamos a \6xt 2 =tx 2 (\ +256/ 4 ). Dividimos entre xt, y ya tenemos las 
expresiones buscadas: 

16/ _ 256/ 3 

X_ l+256r 4 y ~ 1 +256/4 

Si introducimos el parametro u=4t, las cosas se simplifican con- 
siderablemente: 


4 u 4 u 3 

X= T+u4 .^1^4 

Este procedimiento de parametrizar una curva a traves de un 
haz de conicas es aplicable a cualquier cuartica con tres puntos 
dobles, asi como el de hacerlo con un haz de rectas funciona con 
cualquier curva algebraica que posea un punto de multiplicidad 
maxima. Por esta razon diremos que la curva adjunta de las curvas 
de grado n con una singularidad de orden n - 1 es la recta, y que la 
de las cuarticas con tres puntos dobles es la conica. 
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7 Algunas curvas 

algebraicas notables 


El inventario de las curvas algebraicas que han sido particular- 
mente estudiadas a lo largo de la historia es largufsimo. En este 
capftulo veremos tan solo unas pocas, pero bastan para entender 
el alcance de los metodos creados por Pliicker. Con cualquiera de 
ellas puede uno entretenerse buscando la curva dual, localizan- 
do las inflexiones, calculando las ecuaciones parametricas cuando 
estas existan, construyendo el polfgono de Newton, y tambien ex- 
plorando las variantes que resultan de alterar las relaciones entre 
los parametros que aparecen en sus ecuaciones. 


La cisoide de Diodes 

Diodes fue un matematico alejandrino que vivio entre los si- 
glos III y II a.C. Se le recuerda porque ideo una curva con la cual 
se resuelve aproximadamente el problema de duplicar el cubo. Re¬ 
solver este problema significa dibujar un segmento, a partir de otro 
dado, de modo que el volumen del cubo cuya arista es el segundo 
segmento sea dos veces el que tiene como arista el primero. 
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Figura 73 Figura 74 

Si el cubo de la Figura 74 tiene un volumen doble que el de la 
Figura 73, ha de suceder que 2 a 3 =b 3 , o lo que es igual, \/^f2=a/b. 
El segmento buscado es pues cuarta proporcional entre la unidad, 
la raiz cubica de dos y la arista del cubo pequeno. Las cuartas 
proporcionales se pueden calcular con total exactitud con la sola 
ayuda de una regia, entonces el problema se reduce a encontrar 
un segmento de longitud \l2. Y esto es lo que consigue Diodes del 
modo que vamos a relatar. 

Imaginemos dos rectas paralelas que distan entre ellas la uni¬ 
dad, y una circunferencia tangente a ambas. Los puntos de tan- 
gencia Oy A son, obviamente, diametralmente opuestos. Cualquier 
recta que code a la primera recta en O, encuentra a la circunferen¬ 
cia y a la otra recta en dos puntos M y N. El punto P, alineado con 
ellos y tal que OP=MN esta sobre la curva (Figura 75). Para llegar 
a su ecuacion, supondremos que O es el origen de coordenadas y 
que las rectas son el eje de ordenadas y la de ecuacion x= 1. Enton¬ 
ces, si P=(x,y), y por la semejanza de los triangulos OMA y AMN, 
sucede lo que viene a continuacion: 

V* 2 +y 2 = OP=MN =AM cot (90 - 6) = sen# tanfl= —-- - 

Eliminando denominadores, llegamos a la ecuacion cartesiana 
de la curva: 


x(x 2 +y 2 )=y 2 


Tiene una cuspide en el origen, corresponde pues a la ultima 
fila de la tabla de las cubicas, posee una sola inflexion, su clase es 
tres y su genero es cero. 

Para duplicar el cubo con la cisoide se hace de esta manera: 
senalamos sobre la recta de la izquierda un punto B tal que OB= 2. 
La recta AB corta a la cisoide en un punto P. El punto C, donde OP 
encuentra a recta de la derecha resuelve el problema (Figura 76). 
En efecto, por la semejanza entre los triangulos BOA y PXA y entre 
los triangulos OCA y OPX , (y utilizando ademas la ecuacion de la 
curva) tenemos lo siguiente: 

OB = OA 2 = _1_ y _/yf 

OY XA y \-x \-x IxJ 

^ C4 = y 
OA OX x 

Comparando ambos resultados vemos que CA = v2. 
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El folium de Descartes 


De esta curva se ocupo por primera vez Descartes, interesado en 
estudiar el alcance de los metodos creados por Fermat para obtener 
tangentes. Mas adelante, tambien Huygens y L’Hopital trabajaron 
sobre ella. Su ecuacion es: 


x^+y 3 - 3axy=0 


Su aspecto el que se puede ver en la Figura 77. Tiene un nodo 
en el origen, entonces tiene tres inflexiones, su clase es cuatro y su 
genero cero. 



Figura 77 


Cuartica de Plucker 

La cuartica de Plucker es la curva de ecuacion: 


(x 2 - a 2 ) 2 + (y 2 - a 2 ) 2 =b 2 

Cuando a > b > 1, la parte real tiene cuatro ramas distintas y 
carece de singularidades. Entonces su clase es doce y su genero 
tres, pero lo mas Uamativo de ella es que sus 28 bitangentes son 
reales, y ninguna es la recta del infinito. En la Figura 78 se pueden 


no 


ver las cuatro bitangentes a la curva que lo son a una misma rama, 
las cuatro paralelas a ellas (en rojo) y las ocho paralelas a los ejes 
(en negro). En la figura 79 estan las cuatro que pasan por el ori¬ 
gen (en negro) y las ocho restantes (en rojo). En ambas figuras, para 
una mayor claridad, se han suprimido los ejes de coordenadas. 
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Lemniscata de Bernoulli 


El astronomo italiano Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) 
ideo una curva formada por los puntos cuyo producto de distancias 
a otros dos fijos es constante. Si las coordenadas de los puntos fijos 
son (a, 0) y (-a, 0), y el producto de las distancias es b 2 , la ecuacion 
de la curva es: 


yj(x - a) 2 +y 2 V( x+a) 2 +y 2 =b 2 

Elevando al cuadrado y haciendo las operaciones, se convierte 
en esta otra: 


x 4 +2 x 2 y 2 +y 4 - 2a 2 x 2 +2a 2 y' 2 + a 4 - b 4 =0 

Si a =b, tenemos la llamada lemniscata de Bernoulli, un caso 
particularmente interesante de las curvas de Cassini, que se puede 



Figura 80 

Tiene como puntos dobles ordinarios el origen y los puntos 
cfclicos, entonces posee cuatro bitangentes (dos reales y dos ima- 
ginarias) y seis inflexiones. En consecuencia, su clase es seis y su 
genero cero. Lemniscata es una palabra griega que significa que 
algo tiene forma de ocho. Hay otras curvas lemniscatas, ademas de 
112 esta de Bernoulli que acabamos de ver. 


La curva del diablo 


La curva del diablo, estudiada por Cramer en 1750, es la cuartica 
de ecuacion: 


x 4 - y 4 - a 2 x 2 +b 2 y 2 =0 

Esta formada por tres ramas, dos de ellas infinitas y la otra 
finita (Figura 81). Tiene un punto doble ordinario y ninguna otra 
singularidad, luego su clase es diez y su genero dos. Ademas, posee 
16 bitangentes, ocho de las cuales pueden ser dibujadas con suma 
facilidad. 



Figura 81 


Cuartica de Duran Loriga 

La cuartica de Duran Loriga (1854-1911) fue creada por este ma- 
tematico espanol para resolver un problema de optica. Tres focos 
luminosos de identica intensidad ocupan los vertices de un triangu- 
lo equilatero en cuyo centro hay un cuarto foco, la intensidad del 
cual es la suma de las de los otros. Se trata de conocer el lugar de 
los puntos del piano en los cuales la intensidad recibida por el foco 
central es la misma que la procedente de los tres perifericos. Para 
mayor simplicidad, colocamos los vertices en los puntos ( - 1,0), 
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(1/2, V3/2)y (1/2, - V3/2) , que distan 1 del origen de coordenadas, 
donde suponemos esta el foco central. La luminosidad que llega a 
un punto es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
a la fuente luminosa, por esta razon en los puntos ( x,y ) del lugar 
geometrico buscado sucede lo siguiente: 

3 = 1 , 1 

x 2 +y 2 (x+l) 2 +y2 (jc _ l/2) 2 + Cy- V3/2) 2 + 

+ _ 1 _ 

(x-l/2) 2 + (y+V3/2)2 

Despues de eliminar los denominadores y agrupar los terminos 
semejantes, obtenemos la ecuacion de la curva (cuyo aspecto se 
puede ver en la Figura 82): 



Figura 82 


Las alturas del triangulo son ejes ternarios de simetria, y los 
puntos donde la curva se corta con ellos no son singulares. Enton- 
ces la cuartica carece de puntos multiples, de lo contrario la triple 
simetria harfa aparecer seis singularidades, mas de lo que puede 
soportar una cuartica sin descomponerse en curvas de grado me- 
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nor. Igual que la de Pliicker, su genero es tres, pero a diferencia de 
esta, solo cuatro bitangentes son reales (una de ellas es la recta del 
infinito). 


El bicornio 

El bicornio es una cuartica propuesta en 1897 por el matemati- 
co trances Longchamps, pero fue su paisano Brocard quien la bau- 
tizo con ese nombre. Su ecuacion es la siguiente: 

x A +x 2 y 2 +4ax 2 y - 2a 2 x 2 +3a 2 y 2 - 4a 3 y+a 4 =0 



Figura 83 

La curva posee sendas cuspides en los puntos (a, 0) y ( - a, 0) 
(ver Figura 83), y un nodo en el punto del infinito (0,1,0). Tiene 
cuatro inflexiones, dos bitangentes, su clase es cinco y su genero 
cero. 


El astroide 

Recibe el nombre de astroide la curva cuyas tangentes intercep- 
tan con los ejes un segmento de longitud constante a. Entonces, si 
las coordenadas de una tangente generica son (u, n, w ), la ecuacion 
de la familia de tangentes es (m/u) 2 + (m/n) 2 =a 2 . 
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Eliminando denominadores: 


u 2 w 2 +v 2 w 2 -a 2 u 2 v 2 =0 


Ya vimos que toda curva es la dual de su dual, y esto permite 
reconstruir su eeuacion a partir de la de sus tangentes. Si P= (x, y, z) 
es un punto de la curva dado en coordenadas homogeneas, ha de 
suceder lo siguiente: 


x=2u(w 2 - a 2 v 2 ) y=2v(w 2 - a 2 u 2 ) z=2w(u 2 +v 2 ) 

La eeuacion tangencial permite sustituir w 2 - a 2 v 2 por -v 2 w 2 / u 2 
en la primera igualdad, w 2 - a 2 u 2 por -u 2 w 2 /v 2 en la segunda, y 
u 2 +v 2 por a 2 u 2 v 2 /w 2 en la tercera: 

2 v 2 w 2 2 u 2 w 2 2 a 2 u 2 v 2 

x= - y= - z = - 

u v w 

Elevando al cuadrado cada una de estas expresiones: 

2 4u 4 lo 4 2 4 u 4 w 4 9 4 a 4 u 4 v 4 
u 2 3 u 2 w 2 

De aqui podemos extraer dos resultados. El primero es el si¬ 
guiente: 


x 2 y 2 z 2 =64a 4 u 6 v 6 LU 6 
Y el segundo, este otro: 

**+/ - Q 2 z2=4 ( ^ 6 +^ 6 -aW \ 

\ U 2 V 2 iV 2 ) 

Ponemos ahora (u 2 lv 2 +v 2 lu 2 ) 3 en lugar de a 6 u 6 u 6 : 

2,2 22 a I - 3 a 4 i; 2 m 6 - 3 u 2 u 4 w 6 \ 

x 2 +y 2 - a 2 z 2 =4 - - - = 

\ u z u 2 w z ) 

= - 12 (u 2 +v 2 )w 4 = - 12 a 2 u 2 v 2 w 2 
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Elevamos al cubo el primero y el ultimo eslabon de la cadena 
de igualdades: 


( x 2 +y 2 -a 2 z 2 ) 3 = -1728 a 6 u 6 o 6 w 6 

Comparando este resultado con el primero, llegamos a la ecua- 
cion del astroide en coordenadas homogeneas: 

(x 2 +y 2 - a 2 z 2 ) 3 + 27 a 2 x 2 y 2 z 2 = 0 

En coordenadas cartesianas ordinarias: 


(X 2 + Y 2 - a 2 ) 3 + 21d 2 X 2 Y 2 = 0 


Es una sextica, o curva de sexto orden. Su aspecto puede verse 
en la Figura 84. 
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El astroide tiene cuatro cuspides, una en cada uno de los puntos 
(a, 0), (0, a), (0, -a) y (-a, 0), y las otras dos en los puntos ciclicos. 
Ademas, posee cuatro nodos imaginarios de coordenadas (ia, ia), 
(ia, - ia), (-ia, ia) y (-ia, - ia). 

La primera formula de Pliicker nos informaria de que la clase 
del astroide es cuatro, si no lo supieramos ya por ser cuatro el gra- 
do de su ecuacion tangencial. La segunda nos dice que carece de 
inflexiones, y la tercera que el numero de bitangentes es tres. La 
cuarta no cuenta nada nuevo. El numero de puntos dobles es diez, 
todos los que puede tener una sextica, en consecuencia su genero 
es cero. 

El numero de trabajos dedicados a esta curva es considera¬ 
ble. Johann Bernoulli (1667-1748), D’Alembert (1717-1783) y Sturm 
(1803-1855), entre otros, se interesaron por ella. A este ultimo se le 
atribuye la generacion del astroide como el lugar descrito por un 
punto de una circunferencia de radio a/4 que rueda interiormente 
sobre una circunferencia de radio a. Por esta razon, fue designado 
por algunos matematicos con el nombre de cubo-cicloide. 

La curva dual del astroide, de la cual hemos partido, correspon- 
de a la primera fila de la tabla de las cuarticas, y pertenece a una 
familia de cuarticas llamadas cruciformes (Figura 85). 



Figura 85 
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Dos modos de entender la geometria 

En el siglo XVII nacieron las geometrias analitica y proyectiva. 

La primera, mas un instrumento que una ciencia, no fue bien 
recibida por todos los matematicos. La segunda si que llego 
a resultados antes inalcanzables. Pero la geometria analitica 
tambien podia ser util a la proyectiva, asi que esta albergo en 

I su seno la brecha entre los reticentes y los entusiastas de 
aquella. En el XIX casi todo geometra pertenecia a uno de los 
dos bandos. Plucker y Poncelet son los mas conocidos de cada 
uno de ellos. 
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